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Résuḿe –L’objectif de ce travail est d’analyser le comportement statistique de la décomposition modale empirique multivariée (MEMD) dans
le cas d’un bruit large bande stationnaire. Partant du modèle ǵeńeral du bruit Gaussien fractionnaire (fGn), nous conduisons des simulations
numériques qui mettent eńevidence, comme dans le cas de l’EMD, le comportement en banc de filtres du MEMD pour chaque canal du signal
multivarié d’entŕee. De plus, en première approximation, le MEMD se comporte comme un banc de filtres dyadique avec des filtres passe bande
de facteur de qualité constant. Par ailleurs, nous observons une auto-similarité entre les spectres des modes extraits. Finalement, cette structure
hiérarchique des modes du MEMD est exploitée pour estimer l’exposant de Hurst du fGn. Dans l’ensemble, nous géńeralisons les ŕesultats
obtenus dans le cas de l’EMD [3] au MEMD.

Abstract – In this paper the behavior of the Multivariate Empirical Mode Decomposition(MEMD) in stochastic situation involving boardband
noise is analyzed. We report numerical experiments based on fractional Gaussian noise (fGn) supporting the claim that, similarly to EMD,
MEMD acts as filter bank on each channel of the multivariate input signal. Furthermore, in first approximation, this equivalent filter bank
structure is dyadic with constant-Q band-pass filters. Moreover, a self-similarity of the band-pass filters of the extracted modes is observed.
Finally, the hierarchy of the extracted modes is exploited for getting accessto the Hurst exponent of the fGn. Overall, the revealed MEMD
properties generalize what was previously established for EMD [3] to MEMD.

1 Introduction

La décomposition modale empirique (EMD) est une méthode
permettant de d́ecomposer de manière adaptive tout signal en
un nombre ŕeduit de composantes modulées en amplitude et en
fréquence (AM-FM) [1]. Malgŕe son caractère intuitive, elle est
uniquement d́efinie comme la sortie d’un algorithme et donc,
pour comprendre son comportement (possibilités et limitations)
des simulations intensives dans des situations contrôlées sont
nécessaires [2],[3]. Ainsi, il áet́e montŕe sur la base de simu-
lations que l’EMD, appliqúeeà un bruit large bande comme le
bruit Gaussien fractionnaire (fGn), a une structure de bancde
filtres dyadique qui rappelle ce qu’on observe avec une trans-
formée en ondelettes [3].̀A la diff érence des approches clas-
siquesà base d’ondelettes, l’extraction des modes empiriques
est faite localement avec aucun noyau ou filtre pré-d́etermińe
guidant la d́ecomposition. Cet aspect banc de filtres permet
ainsi d’exploiter la d́ecomposition des signaux par l’EMD̀a
des fins, par exemple, d’estimation de l’exposant de Hurst du
fGn [3], de filtrage [4], de codage [5] ou de tatouage des si-
gnaux [6]. Ńeanmoins, l’EMD reste limit́ee aux signaux uni-
variés et son extension au traitement multidimensionnel com-
posante par composante n’est pas optimale. Plus exactement,
cette extension ne permet pas de garantir la concordance en
termes de ŕeponses fŕequentielles des modes du même indice et

par conśequent la comparaison modeà mode n’as pas de sens.
Pour pallierà cette limite, une version multidimensionnelle de
l’EMD (MEMD pour multivariate EMD) aét́e ŕecemment pro-
pośee par Rehman et Mandic [7]. L’objectif de ce travail est de
chercher̀a mieux comprendre le comportement statistique du
MEMD en s’int́eressant̀a la d́ecomposition du fGn. Ce modèle
de bruit aét́e choisi car c’est une géńeralisation du bruit blanc
et il permet d’obtenir aussi bien des bruits basse fréquence que
haute fŕequence [8].

2 Principe du MEMD

Le MEMD est une extension de l’EMD standard (ou uni-
varié) pour la d́ecomposition des signaux multicanaux (mul-
tivariés) [7]. Pour les signaux multivariés la notion de modes
oscillatoires adoptée dans l’EMD est confuse et les extrema ne
peuvent paŝetre d́efinis directement. Contrairementà l’EMD,
qui s’appuie sur la notion d’oscillation définie à partir des ex-
trema locaux du signal, le MEMD est basé sur le concept de
séparation de rotations (modes rotationnels). Ainsi, les données
multivariées contiennent des modes de rotation couplés qui peuvent
être vus comme une géńeralisation des modes extraits par l’EMD
classique. Une propriét́e importante du MEMD est l’aligne-
ment des modes qui garantit que le nombre de rotations ex-
traites est le m̂eme pour tous les canaux et assure une concor-



dance en terme de contenu fréquentiel et de propriét́es d’́echelle
des modes de m̂eme indice [7]. L’objectif est aussi de prendre
en compte les liens possibles entre les différents canaux. Sur
le principe, le MEMD reprend l’aspect récursif de l’EMD mais
avec des oṕerateurs de tamisage différents de l’approche origi-
nale. En effet, la recherche des extrema dans un espace multidi-
mensionnel est très compliqúee et les interpolations des enve-
loppes multidimensionnelles ne peuvent pasêtre obtenues di-
rectement. Ce problème d’extrema locaux est résolu dans le
cas du signal multivarié àP canaux en utilisant le concept de
projection sur(P−1) sph̀eres [7]. Ainsi, une enveloppèaP di-
mensions est obtenue par projection du signal multivarié sur les
diff érentes directions de l’espaceà P -dimensions. Ces direc-
tions de l’espace sont construites en considérant un ensemble
de points sur une sphère ǵeńeŕee par une śequence de Ham-
mersleyà faible discŕepance. Les diff́erentes enveloppes s’ap-
puyant sur les extrema des projections, obtenues en pratique
par une interpolation spline cubique, sont moyennées pour esti-
mer la valeur moyenne du signal multivarié. Soitx[n] un signal
multivarié à P canaux. Le MEMD ŕealise une d́ecomposition
dex[n] sur un nombre de modes rotationnels couplés restreint
comme suit [7] :

x[n] =
M
∑

m=1

cm[n] + d[n] (1)

où M est la profondeur de la décompositioǹa P dimensions,
les composantescm sont les modes rotationnels etd[n] est le
résidu. A l’instar de l’EMD classique, le MEMD considère que
tout signal multivaríe peutêtre d́ecrit comme une somme de
rotation rapide et d’une rotation lente.

3 Modèle fGn

Les fGn sont d́efinis comme des processus d’accroissements
du mouvement Brownien fractionnaire. Ces processus sont auto-
similairesà accroissements stationnaires, de moyenne nulle et
entìerement caractériśes par les statistiques du second ordre
[9]. A temps discret, le fGn est une série temporelle{xH [n], n ∈
Z} index́ee par un seul param̀etre : l’exposant de Hurst et telle
que sa fonction d’auto-corrélation est donńee par

rH [k] = E{xH [n]xH [n+ k]}

=
σ2

2
(|k − 1|2H − 2|k|2H + |k + 1|2H) (2)

où k ∈ Z. Le casH = 0.5 se ŕeduit à celui du bruit blanc
(décorŕelation) et les autres valeurs,H 6= 0.5, introduit des
corŕelations ńegatives pourH ∈ [0, 0.5] et positives pourH ∈
[0.5, 1] (longue ḿemoire). La transforḿee de Fourier (TF) de
la relation (2) est la densité sepctrale de puissance (ou DSP) de
la śerie temporelle :

SH(f) = Cσ2|ej2πf − 1|2
+∞
∑

k=−∞

1

|f + k|2H+1
(3)

avec|f | < 0.5. PourH 6= 0.5 et |f | → 0, l’ équation (3) peut
être approxiḿee par

SH(f) ≃ C(2πσ)2|f |1−2H (4)

Ainsi les fGns peuvent̂etre śepaŕes en deux classes : quand
H ∈ [0, 0.5], SH(0) = 0 et le spectre est de type passe-haut et
quandH ∈ [0.5, 1], SH(0) = 0 → ∞ le spectre est de type
passe-bas (divergence en1/f ) [8].

4 Conditions de simulation

Des simulations nuḿeriques ont́et́e conduites pour des va-
leurs deH allant de 0.1̀a 0.9. Pour les illustrations graphiques
seules les ŕesultats de 4 valeurs deH sont pŕesent́es. La lon-
gueur de la śerie temporelle fGn áet́e fixéeàN = 1024. Pour
chaque valeur deH, J = 500 réalisations ind́ependantes de
fGn ont ét́e ǵeńeŕees en utilisant les algorithmes décrits dans
[10] (H ∈ [0.5, 1]) and [11] (H ∈ [0, 0.5]). Le nombre de
canaux est fix́e à P = 8. Dans la suite nous utilisons les no-
tations suivantes :x(j)

H [n] est lajeme série fGn de dimension
P et de tailleN avecn ∈ {1, 2, . . . , N} et j ∈ {1, 2, . . . , J}.
c
(j)
m,p,H [n] est la composantep du modem extrait de lajeme

série fGn òu p ∈ {1, 2, . . . , P}. Pour analyser le comporte-
ment des modes, une estimation spectrale aét́e ŕealiśee comme
suit :

Ŝm,p,H(f) :=

N−1
∑

τ=−N+1

r̂m,H [τ ]w[τ ] exp(−i2πfτ), |f | <
1

2

(5)
oùw est une fen̂etre de Hamming, et

r̂m,p,H [τ ] =
1

J

J
∑

j=1





1

N

N−|τ |
∑

n=1

c
(j)
m,p,H [n]c

(j)
m,p,H [n+ |τ |]





(6)
est la valeur moyenne d’ensemble sur lesJ réalisations de l’es-
timation de la fonction d’autocorrélation du mode d’indicem et
|τ | ≤ N − 1. La structure du banc de filtres est analysée, quan-
titativement, en utilisant la représentation graphique du nombre
moyen de passage par zéro (ZCs)zH [m] de chaque mode. Les
résultats pŕesent́es dans la figure 2 montrent que cette fonction
peutêtre approxiḿee par :

zH [m] ∝ ρ−m
H (7)

où est le facteur d’́echelleρH est estiḿe par la ḿethode des
moindres carŕesà partir des donńees de la figure 2. Ce facteur
repŕesentant le taux de décroissance des ZCs quand l’indicem
augmente áet́e estiḿe de la figure 2 par

ρH ≈ 1.772 + 0.06

(

H −
1

2

)

− 0.02

(

H −
1

2

)2

(8)

Pour l’analyse de l’auto-similarité entre les spectres, l’objectif
est de v́erifier la relation entre les spectres des modes :

Sm,p,H(f) = ρ
a(m−l)
H Sl,p,H(ρm−l

H f) (9)



TABLE 1 – Valeurs estiḿees et leurśecart-types (Moy±
std) par les deux estimateurs pour chaque valeur deH. Les
meilleurs ŕesultats sont indiqúes en gras.

Estimateur TOD MEMD

H = 0.1 0.0216± 0.0751 −0.0128± 0.073
H = 0.2 0.1692± 0.1038 0.1487± 0.068
H = 0.3 0.2861± 0.1160 0.2778± 0.066
H = 0.4 0.4013± 0.1235 0.3983± 0.069
H = 0.5 0.4965± 0.1225 0.5000± 0.067
H = 0.6 0.6005± 0.1179 0.6002± 0.064
H = 0.7 0.6937± 0.1215 0.7003± 0.065
H = 0.8 0.8048± 0.1174 0.8154± 0.064
H = 0.9 0.9006± 0.1228 0.9172± 0.065

où Sm,p,H(f) est la DSP de la composantep du modem, et
a = 1 − 2H et l > m ≥ 2. La vérification est faite via le
résultat de la figure 3. Enfin, pour l’estimation de la valeur de
H par le MEMD, nous utilisons la m̂eme strat́egie que celle
du EMD classique [12]̀a savoir le calcul de la pente sur le
diagramme repŕesentant la varianceVp,H [m] de la composante
p du modem :

Vp,H [m] ∝ ρ
2(H−1)m
H (10)

En prenant le logarithme de l’équation (10), nous obtenons
avecρH ≈ 2

Ĥ = 1 +
sH

2
(11)

sH est la pente de l’estimateur MEMD.

5 Résultats

Pour les 4 valeurs de H(0.1, 0.3, 0.7, 0.9) nous traçons le
digramme log-log le spectre moyen des 9 premiers modes en
fonction de la fŕequence normalisée. Les graphiques de la fi-
gure 1 montrent que dans le cas du fGn, le MEMD s’interprète
comme un banc de filtres passe-bandeà Q constant pourm ≥
2. Le mode# 1 correspond̀a un filtre passe-haut. Cet aspect
banc de filtre dyadique est confirmé, quantitativement, par l’ali-
gnement et la d́ecroissance du nombre ZCszH [m] en fonction
de l’indice du modem, comme indiqúe par la figure 2. Le gra-
phique de la figure 2 permet de vérifier la relation (7). Pour me-
surer la ressemblance entre les spectres des modes, ces derniers
ont ét́e normaliśes. Ces spectres ontét́e calcuĺes en utilisant la
relation (9). La figure 3 montre une bonne superposition des
spectres normalisés. Ces ŕesultats mettent eńevidence l’auto-
similarité de la d́ecomposition par MEMD. Dans l’ensemble
les spectres se superposent bien quelque soit la valeur deH.
Les ŕesultats de calcul deH avec les estimateurs MEMD et ce-
lui baśe sur la transforḿee en ondelettes (TOD) sont donnés
dans les tableaux 1 et 2. Nous donnons pour chaque valeur
deH, la moyenne de l’estimation et l’écart-type associé. Les
résultats du tableau 1 montrent que les performances des deux
estimateurs sont globalement comparables avec une lég̀ere pŕeférence
pour l’estimateur TOD. Par contre les résultats du tableau 2,
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FIGURE 1 – DSPs des modes en fonction delog2(f), pour
H ∈ {0.1, 0.3, 0.7, 0.9}. Les bandes de fréquences qui se che-
vauchent correspondent aux modes du même indice, montrant
ainsi l’alignement des modes extraits par le MEMD. Nous su-
perposons sur les graphiques les DSPs théoriques.
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FIGURE 2 – Logarithme de ZCs en fonction de l’indice du
modem. Les pentes de la régression sont approximativement
égalesà −0.8 pour H=0.1 (Carŕes) et−0.84 pour H=0.9
(Circles). Les lignes en pointillées correspondent au5eme et
95eme quantiles.
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FIGURE 3 – Les PSDs représent́ees en fonction delog2(f),
pourH ∈ {0.1, 0.3, 0.7, 0.9}. Le chevauchement des spectres
est obtenu en utilisant la relation (9).

TABLE 2 – Biais des deux estimateurs pour chaque valeur de
H. Les meilleurs ŕesultats sont indiqúes en gras.

Estimateur TOD MEMD

H = 0.1 0.0211 0.0170
H = 0.2 0.0150 0.0074
H = 0.3 0.0139 0.0050
H = 0.4 0.0152 0.0049
H = 0.5 0.0150 0.0045
H = 0.6 0.0139 0.0041
H = 0.7 0.0148 0.0044
H = 0.8 0.0138 0.0044
H = 0.9 0.0151 0.0046

montrent que l’estimateur̀a base de MEMD est plus robuste,
avec les valeurs de biais les plus faibles.
6 Conclusions

Dans cet article nous avons mis enévidence, sur la base
de simulations nuḿeriques contr̂olées, le fait que le MEMD
appliqúe au fGn peut s’interpréter comme un banc de filtres
passe-bandèa surtension constante. Les résultats d’analyse spec-
trale montrent qu’il y a une ressemblance entre les spectresdes
modes extraits par le MEMD. Plus exactement, les spectres
normaliśes de ces modes rotationnels mettent enévidence la
structure d’autosimilarit́e de ces derniers. Comme dans le cas
de l’EMD classique, les résultats obtenus montrent que la stratégie
d’estimation du coefficient de Hurst utilisant la dépendance
de la variance de la décomposition en fonction de l’échelle,
est transposable au cas du MEMD. Les résultats d’estimation

du H par MEMD compaŕes à ceux obtenus par l’estimateur
baśe sur la TOD sont prometteurs. L’ensemble de ces résultats
et des propríet́es mise eńevidence pour le MEMD appliqúe
aux signaux multivaríes ǵeńeralise ceux obtenus dans le cas
de l’EMD univaríe [3]. Ces ŕesultats ǵeńeralisent aussi ceux
report́es ŕecemment dans la littérature dans le cas d’un bruit
blanc Gaussien [13] au cas du fGn.
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mances,Thèse de Doctorat, ENS Lyon, 2007.

[9] B. Mandelbrot and J. W. Van Ness, “Fractional Brow-
nian motions, fractional noises and applications,”SIAM
review,vol. 10, no. 4, pp. 422-437, 1968.

[10] C.R. Dietrich and G.N. Newsam,“Fast and exact simu-
lation of stationary Gaussian processes through circulant
embedding of the covariance Matrix,”SIAM J. Sci. Com-
put.,vol. 18, no. 4, pp.1088-1107, 1997.

[11] S.B. Lowen, “Efficient generation of fractional Brownian
motion for simulation of infrared focal-plane array cali-
bration drift,” Methodol. Comput. Appl. Prob.,vol. 1, no.
4, pp.445-456, 1999.

[12] G. Rilling, P. Flandrin et P. Goncalves, “Empirical mode
decomposition, fractional Gaussian noise and Hurst ex-
ponent estimation,”Proc. ICASSP,vol. 4, pp.445-456,
2005.

[13] N.U. Rehman and D. Mandic, “Filter bank property
of multivariate empirical mode decomposition,”IEEE
Trans. Sig. Proc.,vol. 59, no. 5, pp. 2421-2426, 2011.


