Reconstruction et filtrage linéaire avec échantillonnagearégulier
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Résumé —Cet article traite du probléme de I'’échantillonnage noriarmie dans le cas des processus aléatoires. Une nouvehedeétst pro-
posée permettant d’effectuer une reconstruction exacsigtial avec une meilleure vitesse de convergence en teremesnabre d’échantillons
et un filtrage linéaire directement a partir des échanslioon uniformes. Ce procédé peut étre appliqué a des sigmeatype passe-bas comme
a des signaux de type passe-bande.

Abstract — The problem of non uniform sampling in the case of randomgsses is considered in this paper. A method is proposediatide/
perform exact signal reconstruction with a better convecgespeed in terms of number of samples and linear filteriegdly from non-uniform
samples. The method can be applied to either lowpass or hasdjgnals.

1 Introduction mais supposés connus sans erreur, beaucoup de formules de re
construction approximatives existent dans la littératmame
. o ) _les méthodes d'interpolation par polynémes ou splines 2]

Le probleme considéré dans cet article est la reconstructiqg) par exemple). Parmi les méthodes plus récentes on trouve
d'un processus gleatowe _statlonnalre échantillonné drges  jos articles de Selva [4] et Eldar [5] pour les signaux multi-
ta,nts non périodiques mais connus. Il étend d_es résultéts phandes ou Aldroubi (échantillonnage compressif [6], iesde
cedents concernant I'échantillonnage non uniforme de-fongyonnges et interpolation par splines cubiques [7]) ou Oppen
tions a energie finie. Il est également possible, sans cale eim [8] sur la reconstruction par sinc (sinus cardinalydis
supplémentaire, de deduire a la fois la Transformée de Foyya| passe-bande en utilisant le filtrage numérique. Dedicon
rier (et le spectre) du signal et d’avoir acces a des versibns g garantissant qu'un signal de bande limitée peut &re r
trées du processus. Une telle situation (instants nongigue ,nsiruit exactement a partir d'un échantillonnage iriéget
mais connus) se rencontre dans de nombreuses applicatiqRfini peuvent étre trouvées dans [9]. Dans cet article, tieste
comme la détection de planetes extra-solaires avec '0@ser formyles exactes sont présentées, avec une meilleurseities
tion d'un comportement sinusoidal de la vitesse radialeeou deonyergence par rapport a celles présentées dans [10].-Le pa
I'éclat d’'une étoile observée en raison de son_mteractmma ragraphe 2 introduit les formules d'interpolation (les dérs
la planete a détecter (mesures effectuées uniquement®rsty, ations des formules sont développées) et les simulasions

I’,étoile est visible) ou I'utilisation d'interférometr&®mposeés  hrasentées dans le paragraphe 3, démontrant la précislan de
d’un ensemble de miroirs de petite taille : des défauts de-fab oconstruction. Le paragraphe 4 conclut 'article.

cation conduisent & une distribution spatiale non unifode®
miroirs mais leur position peut étre mesurée avec une grande
précision et peut donc étre supposée parfaitement conese. L2  Formules de reconstruction
contributions de ce travail sont les suivantes :
— Des formules de reconstruction exactes sont démontrée@.1 Processus passe-bande et échantillonnage ir-
— Possibilité de réaliser une estimation spectrale et un fil- régulier
trage numérique linéaire directement a partir des échan-
tillons non uniformes. On suppose que le processus aléat#irest de type passe-

— Applicabilité des formules & des réalisations de progessiPande. La fonction d'autocorrélation et le spectre de puiss
aléatoires. sontreliés comme suit, conduisant a deux bandes de frégsienc
— Application directe a des processus passe-bande écha&fhs dimension de largemr
tillonnés en-dessous de la fréquence de Nyquist, du mo- . [ T it
ment que la bande de fréquence est connue approximati!E [2(t) 2" (t—7)] = a + o s (W) e dw, o> 0
vement, sans besoin de translation préalable du spectre. (1)
Dans le contexte d’un échantillonnage irrégulier pour&dips  ou H.] désigne I'opérateur d’espérance mathématique et I'ex-
instants d’échantillonnage ne sont pas espacés régubétem posant* le complexe conjugué. Le cas limite = 0 corres-



pond & un spectre en une seule partie autour de I'origine (leu les coefficients vérifient

processu¥ est alors en bande de basg)est échantillonné T it(a+(k—1/2)7/L)
. g o i bl (t)=e
aux instants#,,,m € Z vérifiant la condition de Landau : = it(—at(k+1/2)7/L)
. } . b, (t)=¢e
limy, 00 Om/m = 6 < 1 (Z est 'ensemble des entiers rela- k n
: o Co et (t) =
tifs). Les formules utilisées seront des approximationfode nr —2ianL N _
, . ) 2 . (=1)"Le n/ Gilw+ta+ Z ezw(t72nL)dw
mules basées sur les suites d’échantillonnage P —m/20 1 2L
cp (1) =
tmn =0m +2nL,0< |m| < L,n€Z 2 ’ n
. i ) Im] - 2) (=1 Le?ient fvr/2L Gy (w +a+ L) e—iw(t—2nL) g,
correspondant & un schéma d’échantillonnage du type NS m —m/2L 2L

)
pourk € Z,0 < |m| < L. Dans les équations précédentes, les

glige les terme<Z(t¢,,,),n # 0, ce qui est légitime lorsque e i i . i
L est suffisamment grand, et lorsque les formules proposég? def|n|ssenths_|nstants d (,echant_nlonnage etla bandesde fr
fuences est définie par Les échantillon (6,, + 2nL) sont

montrent un taux de décroissance suffisant. On propose da

cet article une formule décroissant 8m? plus rapide que de f;gg;stsde:gzn(q;nﬁepoZi:mg;;lfg Ifi Sant(:;rrr]L (;r %n)L ;;522{
nombreuses formules qui convergentighn. e p 1w

vérifier des conditions particulieres. Supposons que

(Periodic Nonuniform Sampling d’orded.) [11], [12]. On né-

2.2 Reconstruction d’un processus filtré ac %Z etG, (w fa+t %) est pair (8)

Dans ce paragraphe, nous donnons une formule générale p
mettant de reconstruire une famille de versions filtfEgsde
Z. SoitG; (w) une fonction telle que

EL derniere condition signifie qué; (w) est symétrique par
rapport a 'axev = a + 5. Lorsque (8) est vérifiee, les for-
mules (6) peuvent étre sommées par rapport a l'indicar
Gr(w)=0,wd A, = [a, ot %} @) o (t) =c; (t) = ca (t). Alors

olla > 0 etL € N* (N* est 'ensemble des entiers naturels 3 Ue(t) S o (b~ 0) Z (6 +20L) (9)
privé de I'élément nul). les fonctiorGy, (w) et les ensembles b (t — Om) " " "

, g nez
Ay, vérifient

0<|k|<L

Gi(w—(k=1)Z) k>0 oUby (t) = b (t) sik > 0etby(t) = b, (t) sik < 0.(9)
G (w) = Gi(~w+ (k+1)T) k<0, (4)  estun systéme linéaire de tailldx2L ou lesUy, (t) sont les
[o+(k—1)Z,a+kZ] k>0 inconnues, chaque indiéeetm parcourant'ensemble des va-
— L> Ll?
Ak—{ [a+ kT, —at (k+1) ],k <o. (5)  leurs—L,~L+1,...,—2,-1,1,2, ..., L — 1, L. Lesby, ¢y, O,

) o sont connus. Si le systeme (9) est inversible (cette priprié
G, (w) est une version décalée da (w) de supportd,. On  ggpend uniquement dés (¢ — 6,,)), les Uy, (£) sont obtenus
utilisera par la suite (section 2.3) le cas particulier déigure  an fonction deZ (6, + 2nL). En négligeant les termes pour
La sous-section suivante montre comment en déduire lawvaleu

Gy (w) Gg(u)) deZ (t)
1 4
z .
fjk 2.3 Nouvelle formule de reconstruction
g Une premiére formule a été obtenue dans [10] &vegew) =
0 - 1 donnant de bons résultats pour la reconstruction a la fois
a a+ ¢ w

d’une fonction et de son spectre (comparé a I'estimatewr-spe
Ay A tral de Lomb-Scargle [13]) pour les fonctions détermirsste
a bande limitée tendant vers zéro lorsque le temps tend vers
I'infini. Ces formules faisaient apparaitre au membre déelro
pourn # 0 les échantillons inconnus (négligés)6,, + 2nL)
multipliés par une fonction sinc qui décroit lentement. Beet

FIGURE 1 — lllustration des filtres d’analyse du procesgus

G d’entréeZ et de gain complexé&';,(w). Le résultat est bien ) , A :
sar le méme que si 'on prend comme entFae(restriction de article, on montre qu’un autre choix pot¥; (w) peut conduire
7 sur Ay, ou résultat du filtrage d& par le filtre passe-bande a des formules faisant intervenir une fonction sinc au carré

de supportA). En utilisant la méthode exposée dans [10] on(meilleure décroissance) dans le membre de droite, permet-
arrive aux équations suivantes : tant d’étendre son applicabilité aux processus aléatsit@s

tionnaires, n'ayant pas la propriété de tendre vers 0 adiinfi

U (t) /0); (t) = On définitG; (w) surA; par
Yonez G (t=0m) Zi (O +2nL) k>0 (©)

Uk (1) /by, (t) = G1 (w) = L(w-a),we (aa+47) (10)
ZnGZC'r_L(t_em)Zk(em+2nL)7kJ<0 2 — %(w_a)7€ (Oé‘i‘%,a-i-%)



Avec cette fonction, le produi®; (w) e™? est continu sufA;  importante. A noter que la symétrie entre les bandes pesitiv
(sa valeur est nulle aux borneset a + ), ce qui améliore négative n'est pas nécessaire pour appliquer les formules.
la convergence de sa série de Fourier par rapport a la formule -
précédente [10]. On définit 'ensemble des filtres translaté Zo(t) = W(t) cos ((a + §)t) (17)
fréquencedy, (w) (11).
- . - Le casa = 0 correspond a la bande de base dans laquelle le
Hi(w) =Gy (w—37)we (a tap ot o) spectre deZy(t) est dans l'intervalld—, 7] du moment que
Hy, (w) = { Hy (w—(k—1) ZW) k>0 O™ fréquence de coupute. est choisie plus petite qug. Une
H (*w +(k+1) f) vk <0. fenétre d’'analyse glissante de longuéti— A est considérée
Les Hy(w) sont des versions modulées des filttagw) avec  (le processus doit étre reconstruit enttre A ett = B). Dans
une translation fréquentielle de/2L (le quart d'une bande ces simulationsp — A est li¢ au nombre d’échantillons : la
Ay). A partaux bornes des intervallgs o + 7] ,[—a — 7, —a], condition2L. > B — A doit étre vérifi€e pour obtenir une pé-
la somme des fonction§y, (w) etG, (w) est égale a la constanteriode de Landau inférieure a 1.
1. Sion suppose que Ie spectrev) est nul sur les intervalles Les 2L instants d’échantillonnag,, sont choisis uniformé-

[a,a+ =] et[-a — &, —a], on arrive & ment répartis suf(m — &) Z72, (m + &) Z2], représen-
tant une gigue non négligeable dans la distribution dearinst
Z(t) = Zo<|k|§L [k + V] (1) (12) par rapport a des instants uniformes (10 pour-cent). Najaas

ol Vj(t) est la sortie d'un filtre linéaire invariant ayant commeméme si les instants sont choisis au hasard pour les sionsati
entréeZ( ) et une transmittancély, (w) (définie surA, +  ils ne représentent qu’une réalisation d'un tirage : letaints
2L, suivant le signe d&). Les DSF (Développements en Sé-sont alors supposes connus et on reste dans le cadre denFécha
rie de Fourier) des coefficients, () etaj, (t) de Gy (w) ¢! tillonnage déterministe.
et Hy, (w) e sont déduits du DSF d€; (w) e : Le critére utilisé dans les simulations est 'TEQMN (Errewrs
o () = dratique Moyenne Normalisée) de reconstruction danslint
n -

W, valle [A, B] définie par
{ —(712) ~eilat(k—3) ) t—2nL)gin@ [t — 2] k>0

L
(_é)n ei(_a-l-(k-l—%)%)(t 27LL)SInC2 [W_L _ nﬂ'} ,k? <0

B B
(13) EQMN= /\Za(t)ffa(t)fdt / /IZa(t)|2dt ,
A A

o o) 18)
=DM itk E )(t 2nL) 7wt _ nw R
2 e_ sinc iz — 5], k>0 ou Z,(t) est la réalisation reconstruite du proces8ust).
CUTE itk )(t-2nligin [ _nx] ) <
’ TR e

avecr’ = n (1 + 22&). En utilisant (9) et (12), ces DSF condui- 3.1 Influence du nombre d’échantillons2L

sent aux nouvelles formules en négligeant les teipes 2n L Dans ces simulations, on suppose qu'on a une période de

pourn 7 0. Landau légerement inférieure 4 a/{) eta = 0. Par consé-
2> gcper Uk (t) et 0m)(at(k=1/2)m/L) 4 quent,B = A + 2LS et l'influence deL peut aussi s'inter-
23" | cheo Uk (t) ett=0m)(am(ktl/Dm/L) o (15)  préter comme l'influence de la taille de la fenéBe- A. Un
" sin@ [ﬁ (t — gm)] Z (0) processus alarge pande gst construit en utilisant 0.447 et
2y Vi (1) _i(t_gm)(aJrkW/L)Jr la condition supplémentaire pour appliquer les nouveltes f
O<k<L VW mulesw, < Z — Z n'est vraie que poul. > 9. La figure
23 pcheo Vi () eilim0m)@mhm/L) (16) 2 2L

2 montre 'TEQMN de reconstruction en utilisant les ancienne
sinc’ (4 (t = 0m)] Z () - formules [10] (formule 1) et les nouvelles formules (15%5)1

La résolution des systémes linéaires (15) et (16) donnesacc&ormule 2). Grace a la vitesse de convergence accrue des nou

aux versions filtrées d&(t) (Ux(t) et Vi(¢)) et permet la re- 0.01

construction deZ (¢) en utilisant (12). \ ‘
0.008 \ \‘

—Formule 1
—Formule 2
7

3 Simulations 2

0.006 \ ‘
‘
‘
‘

0.004] {
Pour les simulations, une réalisation d'un processusatéat ;. \ \
en bande de base a temps confifi(t) est d’abord construite \
comme un bruit aléatoire gaussien filtré par un filtre passe-b % 20 40 60 8
avec fréquence de coupurg de maniére que la bande de fré-

quence totale d&/ (t) soit 2w,. Cette réalisation du processus

W (t) est alors modulée en utilisant (17) pour obtenir un proFIGURE 2 — EQMN de reconstruction en fonction du nombre
cessus passe-bandg(¢) avec une bande totale deux fois plus d’échantillons non uniformeL.




velles formules (sircau membre de droite de (15) et (16) auvation non uniformes et une forte gigue (grace a I'utilisatile

lieu d’un sinc au membre de droite dans [10]), 'TEQMN de re-filtres triangulaires qui conduisent a une décroissandg ef).
construction reste globalement inférieure a celle obteavee  En outre, une solution originale pour effectuer un filtrage n
les formules précédentes, sauf lors@ie< 18. Dans ce cas, mérique directementa partir des échantillons non uniferesg¢

le spectres (w) n'est pas nul dans les intervallés, o + - | déduite des formules, donnant accés a des versions filttées d
et [—a — 7+, —a] et (12) n'est plus parfaitement vraie. Les processus. Enfin, les formules ont été généralisées au cas ou
meil-leurs résultats sont obtenus avec un assez faible rombe support spectral est divisé en deux intervalles symégsq
d’échantillons non uniforme8Z de I'ordre de 70. Avec un utilisant le concept général de période de Landau (mettant e
plus grand nombre d’échantillon®f; > 100), des instabilités avant la largeur réelle du spectre) plutot que la périodeyde N
numériques dans la résolution des systémes linéaires peuveluist. Lapproche pourra étre étendue pour avoir des dgcroi
causer des problémes a cause de matrices de taille imgortansances ef/n?.
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