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Résumé — Cet article s’intéresse a la régression non-linéaire multivariée par des méthodes a noyau. L’ algorithme LMS 2 noyau (kernel least
mean square) est étendu au cas de sorties vectorielles. L’extension est fondée sur la généralisation de la théorie des espaces de Hilbert a noyau
reproduisant. Dans ce cadre, nous proposons un critere de cohérence permettant de contrdler la parcimonie de I’algorithme et nous illustrons les
performances de 1’algorithme et les comparons a celles obtenues par I’algorithme LMS a noyau standard. Nos résultats montrent qu’il est possible
d’améliorer les performances de régression des signaux a valeurs vectorielles ou fonctionnelles en tenant compte les dépendances pouvant exister
entre les différentes composantes du signal observé, tout en gardant un temps de calcul raisonnable.

Abstract — This paper deals with nonlinear multivariate regression using kernel methods. Specifically, it studies the LMS (least mean square)
algorithm in the context where the outputs are vectors and not scalars as usual. In this setting, we develop an extension of the LMS algorithm
based on a generalized reproducing kernel Hilbert space theory. We then propose a coherence criterion that controls the sparsity of the algorithm,
and we evaluate its performance with respect to the standard kernel LMS algorithm. Our results show that one can improve regression perfor-
mance for vector-valued or function-valued signals by taking into account the dependencies that may exist between the samples of the signal

while keeping a reasonable computational efficiency.

1 Introduction

Nous considérons I’apprentissage d’une fonction f : X — ) dans
un espace de Hilbert a noyau reproduisant (EHNR) dans le cas ou
I’espace de sortie ) est un espace de Hilbert de dimension d > 1. Ce
probleme a recu relativement peu d’attention dans les communautés
d’apprentissage automatique et du traitement du signal comparé a son
analogue dans le cas de sorties monodimensionnelles (d = 1). Notre
intérét pour ce probleme vient du fait que dans plusieurs contextes ap-
plicatifs les signaux observés sont des signaux a valeurs vectorielles
ou fonctionnelles [1, 2]. On peut citer par exemple des images vidéo
ot a chaque instant 1’observation du signal est un vecteur regroupant
les pixels de I’'image. Il est important de préciser que les méthodes
d’apprentissage ou de traitement du signal développées pour des si-
gnaux a valeurs réelles (sorties scalaires) peuvent étre appliquées a des
signaux a valeurs vectorielles mais ont I’inconvénient de traiter indé-
pendamment les composantes du vecteur formé par les échantillons
du signal a un instant donné ; ces méthodes ne sont donc pas capables
de prendre en compte les dépendances pouvant exister entre les diffé-
rentes composantes du signal observé.

Motivés par le succes des méthodes a noyau pour le traitement des
signaux a valeurs scalaires, nous nous intéressons a la régression mul-
tivariée pour des signaux a valeurs vectorielles par des noyaux repro-
duisants. Le noyau dans ce cadre est une fonction a valeurs opéra-
teurs | contrairement aux noyaux standards qui sont des fonctions
valeurs réelles. L’ opérateur permet d’incorporer des connaissances a
priori sur les sorties vectorielles, et de considérer les corrélations entre

1. Lafonction noyau est a valeurs matricielles si la dimension d de I’espace
de sortie ) est finie.

ses composantes. Plus de détails sur les noyaux a valeurs opérateurs
et leur utilisation pour 1’apprentissage automatique a sorties multiples
se trouvent dans les références [3, 4].

Un inconvénient majeur de I utilisation des noyaux a valeurs opéra-
teurs est leur coiit calculatoire élevé. Pour illustrer ceci, considérons le
cas ou la dimension de I’espace de sortie d est finie et oll nous avons a
disposition /N données d’apprentissage. La sortie de la fonction noyau
dans ce cas est une matrice de taille d x d et 1a matrice noyau sera donc
de taille Nd x Nd et non pas de taille N x N comme pour les noyaux
a valeurs scalaires. Lorsque la taille du vecteur de sortie est élevée,
manipuler et inverser des matrices de taille Nd x Nd devient pro-
blématique. Pour remédier a ce probleme, nous nous focaliserons sur
I’algorithme LMS a noyau [5]. Cet algorithme a la capacité de traiter
les données en ligne et offre donc une complexité de calcul réduite.

Dans la partie 2, nous rappelons les notions de base de la théorie
des EHNR avec noyaux a valeurs opérateurs. Dans la partie 3, nous
détaillons I’algorithme LMS a noyau a valeurs opérateurs. Nous mon-
trons comment a partir du formalisme général on peut retrouver 1’al-
gorithme LMS original, ainsi que d’autres versions de 1’algorithme
proposées dans la littérature. Nous présentons aussi une généralisa-
tion du critere de cohérence pour le cas de noyau a valeurs opérateurs
permettant de contrdler la parcimonie de 1’algorithme. L’intérét de la
démarche présentée est illustré par des résultats de simulation dans
la partie 4. Finalement, des conclusions et perspectives sont énoncées
dans la partie 5.

2 Etat de I’art et positionnement

L’algorithme proposé dans cette communication est fondé sur les
noyaux reproduisants a valeurs opérateurs et sur la méthode LMS.



Nous rappelons ici bricvement ces deux concepts.

EHNR a valeurs vectorielles. Soient X" et ) deux espaces de Hilbert
et F un espace d’opérateurs de X’ dans )/, muni d’un produit scalaire
(., )F. L(Y) (resp. L(Y, X)) est I'ensemble des opérateurs linéaires
bornés de Y dans Y (resp. de ) dans X).

Définition 1. (EHNR a valeurs vectorielles)
Un espace de Hilbert F de fonctions de X dans ) est un espace de
Hilbert a noyau reproduisant s’il existe K : X X X — L()) tel que :

i. lafonction z — K(w,z)g estdans F, Vz,w € X, g € Y,

ii. ¥f € F,{f, K(w,)g)r = (f(w),g)y (propriété reprodui-
sante).

Définition 2. (noyau a valeurs opérateurs)
Un noyau K a valeurs opérateurs est une fonction de X x X dans
L)
i. K est Hermitien si K (w,z) = K(z,w)", on K(z,w)" est’opé-
rateur adjoint de K (z,w),
ii. K est positif s°il est Hermitien et Vr € N1 et V{(ws, ui)i—1} €
X x Y, 37 (K (wi, w;)ui,uj)y > 0.

Théoréme 1. (bijection entre les EHNR a valeurs vectorielles et les
noyaux a valeurs opérateurs)

Un noyau K(-,-) de X dans L()) est le noyau reproduisant d’un
espace de Hilbert F, si et seulement si K est positif.

Pour la démonstration de ce théoréme ainsi que la construction d’un
EHNR autour d’un noyau a valeurs opérateurs et I'unicité de cet
espace et du noyau, nous renvoyons a [3, 6].

Algorithme LMS linéaire. L’objectif de cet algorithme est d’ap-
prendre une fonction linéaire f de la forme f X —- R
flx) = w'z, X C RP, a partir d’une séquence d’exemple
{(=(t), y(t))ivzl} et de telle sorte & minimiser I’erreur quadratique
moyenne E[(y(t) — w'z(t))?]. Lalgorithme LMS découle de la
résolution de ce probleme de minimisation au moyen d’un gradient
stochastique. A chaque instant ¢ = 1,..., N, le gradient de I’er-
reur quadratique moyenne égale & —2F [e(t)z(t)] est estimé a par-
tir des données observées, a savoir E[e(t)x(t)] = e(t)z(t) avec
e(t) = y(t) — w(t — 1) T z(t). La mise a jour du vecteur de para-
metres w s’écrit alors w(t) = w(t — 1) + ne(t)x(t), o n est un
coefficient appelé pas d’adaptation. En initialisant w(0) = 0, ’appli-
cation répétitive de la mise a jour donne w(t) = n > '_, e(i)x(i) et
I’estimation de la sortie a I’instant ¢ est obtenue par

e(i)z(i) x(t), t=1,...,N.

1

§(t) = w(t — 1) a(t) =7

i

Travaux connexes et originalité. L’algorithme LMS est un algo-
rithme en ligne puisqu’il traite les données de fagon séquentielle. Plu-
sieurs versions de 1’algorithme LMS ont été proposées dans la litté-
rature. La version non-linéaire avec des noyaux a valeurs scalaires a
été proposé en premier par [5]. D’autres versions de LMS avec noyau
existent aussi ; voir par exemple [7]. Il est important de signaler que
deux travaux récents se sont intéressés a 1’extension des méthodes a
noyau en ligne pour des données de sortie multivariées. Dans [8], une
méthode multi-noyau LMS a été proposée. Elle est fondée sur 1’ap-
plication de I’algorithme LMS avec plusieurs noyaux ol pour chaque
composante du vecteur de sortie, un noyau différent est utilisé. Bien

que cette méthode, contrairement a [5], a ’avantage de pouvoir don-
ner plus de poids sur une ou plusieurs composantes du vecteur y(¢)
par rapport aux autres composantes, elle n’est pas en mesure de consi-
dérer des relations entre deux composantes différentes. Ceci est re-
médié par I'utilisation de noyaux a valeurs opérateurs dans [9] ou les
auteurs ont proposé une généralisation de 1’algorithme NORMA [10]
pour I’apprentissage a sorties multiples. Cependant, les auteurs ne se
sont pas focalisés sur les aspects de parcimonie de 1’algorithme et ont
utilisé une procédure naive de troncature afin de réduire la complexité
en calcul et en mémoire. Dans ce papier, nous proposons un algo-
rithme LMS non-linéaire et parcimonieux, utilisant les noyaux a va-
leurs opérateurs et le critere de cohérence, qui a I’avantage de prendre
en compte les dépendances pouvant exister entre les sorties multiva-
riées, tout en gardant un temps de calcul raisonnable.

3 Algorithme LMS a noyau multivarié

Nous étendons dans cette partie 1’algorithme LMS & noyau aux
données de sortie multivariées.
Principe. On s’intéresse a la recherche d’une fonction f dans un
EHNR a valeurs vectorielles F (construit autour d’un noyau a valeurs
opérateurs K') minimisant I’erreur quadratique :

N
f=arggneig;||y(t) — FE®)15- M

Une méthode de descente de gradient stochastique est utilisée pour
résoudre (4). La mise a jour de la fonction f se fait de facon itérative
suivant la formule suivante :

PO = U0 =V ly®) = F ()15 @

En utilisant successivement la linéarité de 1’opérateur évaluation, le
théoréme de représentation de Riesz et la propriété reproduisante des
EHNR a valeurs vectorielles, nous obtenons :

FO= 1w K (), ) [y - 1V E@E0)] )

En choisissant f©) = 0, la récursion précédente implique 1’exis-
tence d’une suite d’éléments (agt)) de Y telle que : V¢ > 0, f) =
S, K(2(i), -)al". On retrouve ainsi la forme de la solution de (4)
donnée par le théoréme du représentant dans le cas de EHNR a va-
leurs vectorielles [3, 6]. Cette forme montre que la fonction f ® a une
représentation de dimension finie. La récursion précédente définissant
I’algorithme LMS peut donc étre remplacée par une récursion défi-
nissant la suite des az(-t), revenant ainsi a travailler directement dans
I’espace engendré par la famille {K (2(i),-)},i = 1,...,N. Dans
cette optique, le critere a minimiser s’écrit

N
a¥ = arg aneliJ?N Z lly(t) — Z K(z(t), x(z))a,”%; “)
t=1 7

ou «x est le vecteur contenant les «;. L algorithme LMS correspondant
devient

@ = (5 )1 (KED st Jo0 Kl

ou Ky i = (K(z(t), z(1)),..., K(2(t),z(t — 1)))T est une ma-
trice d’opérateurs, c’est-a-dire un opérateur de £(}, yH). Le vec-
teur de parametre o' € V' voit sa taille croitre linéairement avec les
itérations ¢. Cette version de 1’algorithme est donc pratiquement inuti-
lisable.



Critere de cohérence. Lutilisation des noyaux a valeurs opérateurs
donne la possibilité de considérer et d’incorporer les relations entres
les sorties dans la phase d’apprentissage. En contrepartie, les matrices
de Gram associés a ces noyaux sont de taille élevée. A I’itération ¢
la matrice noyau est de dimension td x td. Réduire la taille de cette
matrice tout en gardant ’information essentielle pour 1’apprentissage
devient primordial. Pour remédier a ce probléme, nous proposons une
extension aux noyaux a valeurs opérateurs du concept de parcimonie
avec critere de cohérence [7]. Ce critere a été proposé pour les noyaux
a valeurs scalaires et a I’avantage de conserver les performances de
la méthode a noyau tout en présentant un faible cofit calculatoire. Le
critere de cohérence pour des noyaux normalisés a valeurs scalaires
est défini par max;ep, ’k(m(z), (t))| < po, ot Dy est un sous-
ensemble de {1,...,N}, k : X X X — R est le noyau a valeur
scalaire et po € [0, 1] est un seuil de cohérence fixé. D;—1 peut étre
vu comme étant le dictionnaire des noyaux qui a été formé jusqu’a
I'itération ¢ — 1. La fonction k(x(t), ) est ajoutée au dictionnaire si
le critere de cohérence ci-dessus est vérifié, sinon le dictionnaire reste
inchangé.

Afin de généraliser le critere aux noyaux a valeurs opérateurs,
nous avons besoin de pouvoir comparer les opérateurs K (yc(z)7 ) et
K(ﬂg(j)7 -), Vi,j7 = 1,..., N, et former un dictionnaire de noyaux
a valeurs opérateurs. Pour cela, nous considérons que le noyau K est
un opérateur Hilbert-Schmidt. Il est a noter que cette hypotheése n’est
pas tres restrictive puisqu’en dimension finie tous les opérateurs sont
de Hilbert-Schmidt et en dimension infinie plusieurs opérateurs vé-
rifient cette hypothese (exemple des opérateurs intégraux associés a
des noyaux de carrés intégrables). Si K est un opérateur de Hilbert-
Schmidt alors il est de trace finie et pour toute base orthonormale
{¢1,1 > 0} de Y, nous avons

<K(I(Z)7 . )7K(‘T(j)a ')>HS = Z<K(x(l)7 ')‘pl7K(:C(j)7 ')‘1017>]:

l

= (K (2(i), 2(5)) @1, 1)y = Te[K (x(i), 2(5))],
1

ou Tr désigne I’ opérateur trace. Ainsi, le critere de cohérence pour les
noyaux a valeurs opérateurs proposé s’écrit
max |Tr[K (z(i),z(t)]]| < po- (6)
1€Dy 1

Notons qu’implicitement, 1’opérateur est supposé étre de norme de
Hilbert-Schmidt unité. Dans le cas contraire, il faut normaliser le

Tr[K (z(i), x(i))].

Algorithme. L algorithme parcimonieux LMS a noyau a valeur
opérateur utilisant le critere de cohérence de parcimonie est décrit par
I’algorithme 1. Les différences par rapport a (5) réside essentiellement
dans 1’ajout ou non d’un élément dans le dictionnaire, et donc dans la
définition de la matrice Kyj;_1.

noyau K (z(i), -) par

Noyaux a valeurs opérateurs séparables et cas particuliers.
Nous discutons ici la construction d’un noyau a valeurs opérateurs,
et montrons les choix particuliers permettant de retrouver des versions
précédentes de LMS proposées dans la littérature. Le choix du noyau a
valeurs opérateurs est un probleme ouvert qui suscite un intérét crois-
sant. Les noyaux qui ont été proposés dans la littérature appartiennent
majoritairement a la classe de noyaux a valeurs opérateurs séparables
et s’écrivent sous la forme :

K(’) :k('v‘)T’ @)

Algorithme 1 LMS a noyau a valeurs opérateurs

Entrée noyau K normalisé, pas n € R, seuil o € [0, 1]
Init. o' = [ny(1)], D1 = {1},
A Pinstant ¢ > 2 : nouvelles données ((t),y(t))
) . T
Ky = (K(:c(t),x(zl)), v K(x(t ,13(2|Dt_1‘))) ;
e(t) =y(t) — Ko
Simaxicp, , |Tr[K (2(i), z(t))]| > po alors
Dy =Di—1;
ol = at_1+nKt\t71€(t);
Sinon D; =tUD;_

t ot K4 .
a = (0 >+’7 (K(é(t),x(t))) e(t);
Fin Si
FO @) = (K(z(t),2(0), ..., K(x(t), 2(ijp,))) "o

ol k est un noyau a valeurs scalaires et 7" est un opérateur dans £()).
Un tel noyau se décompose donc en deux : (1) un noyau standard
qui dépend des entrées et modélise la relation non-linéaire entre eux
et les sorties, et (2) un opérateur qui agit sur les sorties multivariées
y € Y pour tenir en compte les différentes dépendances entre les
composantes des sorties.

Il est important de mentionner que si on construit KX suivant (7)
utilisant le noyau linéaire (k(-,-) = (-,-)) et 'opérateur identité
(T = Id), on retrouve 1’algorithme LMS linéaire standard décrit dans
la Section 2.2. Avec un noyau non-linéaire k et I’opérateur identité,
Algorithme 1 devient le LMS a noyau de [5]. Aussi, I’algorithme LMS
a noyaux multiples proposé dans [8] peut-&tre vu comme un cas par-
ticulier de I’algorithme 1. En effet, si on utilise Algorithme 1 avec le
noyau K tel que K (-,-) = diag[km (-, -)]%—1,> on retrouve le LMS
multi-noyau de [8].

4  Une illustration expérimentale

L’algorithme proposé a été testé sur données simulées pour diffé-
rents types de noyaux a valeurs opérateurs et nous présentons deux
scenarii a titre d’exemple. Nous nous intéressons a la prédiction non-
linéaire de séries temporelles multivariées. Nous considérons des mo-
deles du type couplage de Glass-Mackey. La série temporelle bivariée
utilisée est définie par :

2z
zt = 2¢—1 — 0.4 (Zt—l — Htizfé)yt% 4+ 0.3wi—3 + ezt
t—4
0.8wt_2
we = 0.6wi—1 + m +0.42t—2 + €w,t,

ol €.+ et €4+ sont des bruits gaussiens indépendants de moyenne
nulle et de variance égale 2 107 2. L'objet est dans cet exemple de
prédire le signal y(t) = (2, w:) " & partir de son passé.

Dans le scénario 1, on utilise 5 échantillons temporels pas-
sés de la série bivariée pour prédire. Dans les notations des para-
graphes précédents, les données d’apprentissage sont donc {z(i) =
(ze,we)iei_4;9(E) = (2i41,wit1)}i>s. Lalgorithme 1 est utilisé
sur ces données pour produire une estimation de y(z). Les noyaux a
valeurs opérateurs qui sont utilisés sont des noyaux séparables de la
forme (7). Plus précisément, nous considérons le noyau a valeur sca-
laire k(z,y) = exp(—||z — y||*) associé a : 1. L’opérateur identité.

2. L’ opérateur diag[um]ﬁln:1 permet de construire une matrice diagonale
de taille d x d ou les valeurs u1, . .., um sont stockées sur la diagonale.
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FIGURE 1 — Gauche : Norme de la covariance de I’erreur de prédic-
tion pour le KRLS a valeurs opérateurs [12], le KLMS dans les cas 1=
covariance de la sortie, 7' = I. Droite : Dans les mémes cas, écart
type de I’erreur pour chaque composante. Les constantes représentent
les bornes inférieures. Les courbes rouges et noires sont superposées.

Ceci revient a utiliser des algorithmes LMS a noyau en parallele [5];
2. L’opérateur diagonal ou des poids différents sont utilisés dans la
diagonale *. Ceci revient a utiliser ’algorithme LMS 2 noyaux mul-
tiples [8] ; 3. L’ opérateur de covariance. On utilise la covariance empi-
rique calculé a partir de (y(i))!—; comme estimateur de la covariance
de y; 4. L’opérateur multi-tache [11]. Des poids €élevés sont données
sur la diagonale pour la relation d’une composante avec elle méme, et
des poids moins élevés pour la relation entre deux composantes diffé-
rentes .

La figure 1 montre la performance du kKLMS a valeurs opérateurs
dans les cas ou 1" est I’opérateur covariance ou 1’identité. Nous com-
parons également aux performances obtenues par le KRLS a valeurs
opérateurs [12], et aux bornes inférieures du probléme. Les parametres
sont choisis de sorte a ce que chaque algorithme utilise asymptotique-
ment 90 régresseurs en moyenne. Dans ’exemple simple étudié, la
corrélation entre les composantes n’est pas suffisamment forte pour
que le choix de I’opérateur covariance pour 1" améliore significative-
ment les résultats obtenus avec 7' = Id. Par contre les deux autres
choix d’opérateurs 71" sont clairement plus mauvais, comme illustré
dans le tableau 1 (scenario 1), ot I’on montre les performances asymp-
totiques obtenues (moyenne sur les 500 derniers échantillons tempo-
rels et sur 500 réalisations).

Le scénario 2 est plus difficile. On essaie de prédire la sor-
tie bivariée uniquement a partir du présent de la premiére compo-
sante z. Les données d’apprentissage sont donc {z (i) = z;y(i) =
(#i41,wit1) }i>1. Les parametres utilisés assurent que tous les algo-
rithmes utilisent asymptotiquement 65 régresseurs en moyenne. Le ta-
bleau 1 (scenario 2) montre les performances asymptotiques obtenues
(moyenne sur les 500 derniers échantillons temporels et sur 100 réa-
lisations). Sans que I’amélioration soit exceptionnelle, le noyau sépa-
rable utilisant la covariance de la sortie a prédire conduit a des résultats
meilleurs que le noyau identité, et que les autres types de noyaux.

5 Conclusion

Dans cette communication, nous présentons un algorithme LMS
pour la régression a noyau multivariée parcimonieuse. L’algorithme
est une généralisation de 1’algorithme LMS non-linéaire pour des si-
gnaux a valeurs vectorielles ou fonctionnelles. Il utilise des noyaux a
valeurs opérateurs qui permettent de considérer les dépendances entre
les composantes du vecteur de sortie. Nous avons étendu le critere de

3. Le poids 0.8 est donnée pour la premiere composante et 0.2 pour la
deuxieme. Plus de poids est donnée a la premiére composante puisqu’il y a
plus de relation entre x¢ et x141 qu’avec ¢ et Y¢41.

4. On utilise le poids 0.8 sur la diagonale et 0.2 hors diagonale.

TABLE 1 — Performance (moyenne et déviation standard de I’erreur
quadratique moyenne) de I’ Algorithme LMS a noyaux a valeurs opé-
rateurs avec les opérateurs : identité, diagonale, covariance et multi-
tache.

Scenario 1, Algorihmes Ecart type de I’erreur

LMS a noyau (Identité) 0.260 +0.014
LMS multi-noyau (Diagonale) 0.368 £ 0.018
LMS a noyau opérateur (Covariance) 0.260 +0.013
LMS a noyau opérateur (Multi-tache) 0.277£0.014
RLS a noyau opérateur (Covariance) 0.179 £+ 0.009

Scenario 2, Algorihmes Ecart type de I’erreur

LMS a noyau (Identité) 0.374 £0.014
LMS multi-noyau (Diagonale) 0.429 £0.017
LMS a noyau opérateur (Covariance) 0.366 = 0.013
LMS a noyau opérateur (Multi-tache) 0.376 £0.014
RLS a noyau opérateur (Covariance) 0.284 +£0.013

cohérence a ce cadre afin que I’algorithme proposé présente un faible
colt calculatoire tout en conservant des bonnes performances de pré-
diction. Des expériences toutes limitées dans un probléme simple de
prédiction de séries temporelles montrent non seulement 1’intérét de
I’approche multivariée, mais également I’importance de prendre en
compte les dépendances entre les sorties via les noyaux a valeurs opé-
rateurs. Toutefois, 1’optimisation des parametres doit étre incluse, et
I’analyse de 1’algorithme reste a faire. L’important est de notamment
étudier la vitesse de croissance du dictionnaire. Reste-t-il de taille finie
pour des entrées bornées comme dans le cas scalaire [7] ?
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