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Résumé – Nous présentons dans cette article une nouvelle métrique, l’information mutuelle entre extrinsèques, et nous considérons son ap-
plication dans le cadre du décodage itératif. L’objectif est de montrer que, des techniques de type EXIT charts, qui permettent de choisir une
combinaison efficace de codes peuvent aussi aider à calibrer correctement le récepteur. Nous montrons que l’information mutuelle entre extrin-
sèques peut être estimée avec précision au niveau du récepteur et être utilisée comme critère d’arrêt ou pour pondérer de manière optimale les
quantités propagées dans un décodage itératif.

Abstract – In this manuscript, a new metric called mutual information between extrinsics is presented and applied to iterative decoding. The
main objective is to prove that EXIT charts, a powerful method for designing an efficient combination of codes, can also be useful for a proper
design of the receiver. It is proved that the mutual information between extrinsics can be estimated with good accuracy at the receiver side. As a
consequence, this metric is a good candidate as stopping criterion and also to determine the optimal weighting factor on exchanged quantities.

1 Introduction

Le décodage itératif est une procédure qui consiste à décoder
un code complexe à l’aide de décodeurs simples qui échangent
de l’information (extrinsèques). L’apparition des turbo-codes
en 1993 a permis de montrer que des performances proches de
la capacité pouvaient être atteintes grâce à l’utilisation du déco-
dage itératif. Le comportement d’un turbo-récepteur peut être
prédit à l’aide d’une technique appelée Exit charts [1] qui per-
met alors de déterminer une association efficace de codes. Le
principe est assez général et peut s’appliquer aux turbo-codes
comme aux codes LDPC [2]. Un EXIT Chart est obtenu en
traçant, pour chaque décodeur individuel, l’évolution de l’in-
formation mutuelle entre le message à décoder X et l’informa-
tion extrinsèque L disponible en sortie du décodeur et expri-
mée sous la forme d’un logarithme du rapport de vraisemblance
(LLR). Le récepteur n’a aucune connaissance a priori deX . Par
conséquent, l’information mutuelle I(L;X) n’est pas une mé-
trique facilement utilisable en réception. Nous considérons ici
l’information mutuelle I(Ly, Lz) entre deux extrinsèques ob-
tenues à la sortie de deux décodeurs distincts. Nous montrons
le lien entre cette mesure et l’information mutuelle classique-
ment utilisée dans les EXIT charts. Puisque I(Ly, Lz) ne fait
intervenir que des quantités présentes au niveau du décodeur,
elle peut être évaluée en réception et fournir des informations
utiles pour un réglage adapté. Nous proposons ici un estimateur
de I(Ly, Lz) pour des séquences de longueur finie dont nous
évaluons la précision. A titre d’application, nous montrons que
I(Ly, Lz) est une métrique adaptée pour stopper le processus
itératif et pour déterminer le facteur de pondération optimal à
appliquer aux LLR extrinsèques.
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FIGURE 1 – Modèle générique de Codeur/Décodeur

2 Modèle et notations

Nous représentons les variables aléatoires (v.a.) à l’aide de
lettres majuscules. Les réalisations particulières seront en mi-
nuscules. Les séquences de v.a. et les vecteurs apparaissent en
gras. Le modèle considéré est schématisé [3] dans la figure 1.
Le canal a priori modélise l’information présente à l’entrée du
décodeur alors que le canal de communications modélise le mi-
lieu de transmission. Nous considérons ici un canal gaussien.
Ce schéma correspond aussi bien à un turbo-code série qu’à
un turbo-code parallèle. Dans le premier cas, le décodeur en
sortie (outer) sera correctement modélisé avec l’interrupteur en
position 1 et un canal de communication inactif. Dans le se-
cond cas, l’interrupteur sera en position 2 et le canal de com-
munication sera actif. Ce modèle peut aussi être utilisé pour
représenter la relation entrée/sortie au niveau des noeuds de
parité ou de variable d’un décodeur LDPC. Dans tout ce qui
suit, on notera X = (X1, ..., XK) le message binaire à dé-
terminer. Au niveau du récepteur, un décodeur donné reçoit
en entrée une information a priori Ly sous la forme d’une sé-
quence de longueur K, l’élément k est noté Ly,k et représente
une LLR extrinsèque sur le bit k. Ce même décodeur fournit en



sortie une information rafraîchie Lz qui servira d’information a
priori au décodeur suivant. Dans une approche statistique, Ly,k
(resp. Lz,k) est vue comme une réalisation de la v.a. Ly (resp.
Lz) et sera notée dans la suite `y (resp. `z) ou simplement `
quand une équation ou une propriété s’applique à `y et à `z .
Nous supposons vérifiées les trois propriétés suivantes : Sy-
métrie : pL(`|X) = pL(−`| − X), Consistance généralisée :
pL(`|X=1)
pL(−`|X=1) = eα` avec α ∈ R+, Support : ` ∈] − ∞; +∞[.
Ce modèle est utilisé dans les Exit charts [1] avec α = 1. On
considère alors que L est une estimation bruitée de X telle que

L =
σ2

2
X + σn (1)

avec X ∼ B(1/2) et n ∼ N (0, 1). La propriété de consis-
tance généralisée devient pL(`|X=1)

pL(−`|X=1) = e`. Il est montré dans
[4] que la distribution des LLR peut être approchée par une loi
gaussienne comme dans (1) mais que l’utilisation d’une seule
variable pour représenter à la fois moyenne et variance est in-
appropriée. Nous considérerons ici le modèle suivant :

L = α
σ2

2
X + σn (2)

avec n ∼ N (0, 1). Il est plus général que (1) et respecte les
trois propriétés. Nous nous intéressons, dans la section sui-
vante, au calcul de l’information mutuelle entre les LLR ex-
trinsèques en sortie de deux décodeurs distincts.

3 Information mutuelle
L’information mutuelle I(Ly, Lz) entre extrinsèques est dé-

finie comme suit :

I(Ly, Lz) = EpLy,Lz (`y,`z)

[
log2

(
pLy,Lz (`y, `z)

pLy (`y)pLz (`z)

)]
(3)

Elle peut être reliée à l’information mutuelle tracée dans les
Exit charts par l’intermédiaire de la relation :

I(Ly, Lz) = I(Ly, X) + I(Lz, X)− I(Ly + Lz, X) (4)

avec I(L,X) = 1 −
∫ +∞
−∞ pL(`|X = 1) log2(1 + e−α`)d`.

La démonstration utilise les propriétés listées dans la section
2 et l’indépendance de Ly et Lz conditionnellement à X [5].
L’évolution de I(Ly, Lz) peut donc être simulée en utilisant
la méthode de l’histogramme pour évaluer chacune des trois
informations mutuelles de (4). L’expression de I(L,X) pour L
vérifiant le modèle (2) est donnée par

I(L,X) = 1−
∫ +∞

−∞

e−

(
`−αµ

)2

2α2σ2

√
2πασ

log2(1 + e−`)d` (5)

ou de manière équivalente par

J(ασ) = 1−
∫ +∞

−∞

e−

(
`−α2σ2

2

)2

2α2σ2

√
2πασ

log2(1 + e−`)d` (6)

où J est une fonction monotone croissante [1]. On peut voir
que même si L est définie à l’aide des deux variables α et σ,
l’information mutuelle I(L,X) est une fonction de la seule va-
riable ασ.

Pour établir, les propriétés ci-dessous, nous supposons que :
(a) I(Ly, Lz) s’écrit sous la forme (4) avec I(Ly, X) = g(aLy ),
I(Lz, X) = g(aLz ), I(Ly + Lz, X) = g(u(aLy , aLz )) où g
est une fonction croissante, (b) u(aLy , aLz ) ≥ max(aLy , aLz ).
Ces hypothèses sont vérifiées avec les modèles (1) et (2) pour
lesquels u(aLy , aLz ) =

√
a2Ly + a2Lz et g = J .

Propriété 1. Si les hypothèses (a) et (b) sont vérifiées alors
I(Ly, Lz) ≤ min(I(Ly, X), I(Lz, X)) et I(Ly, Lz) ≤ I(Ly+
Lz, X).

Démonstration. I(Ly + Lz, X) ≥ g(max(aLy , aLz )). En uti-
lisant la monotonie de la fonction g, on en déduit que I(Ly +
Lz, X) ≥ max(I(Ly, X), I(Lz, X) et en remplaçant dans (4)
que I(Ly, Lz) ≤ min(I(Ly, X), I(Lz, X) et que I(Ly, Lz) ≤
I(Ly + Lz, X).

L’information mutuelle entre extrinsèques est donc une borne
inférieure de l’information mutuelle extrinsèque/message et éga-
lement de l’information mutuelle entre la LLR a posterioriLy+
Lz et le message qui représente la quantité de connaissance ac-
quise par le récepteur sur le message X .

Corrolaire 1. Si I(Ly, Lz) ≥ 1 − ε alors I(Ly + Lz, X) ≥
1− ε.

L’information mutuelle I(Ly, Lz) a les bonnes propriétés
pour être utilisée comme critère d’arrêt ainsi que comme un
détecteur d’erreurs. Pour être utilisable au niveau du récepteur,
nous devons trouver un estimateur de I(Ly, Lz) pour des sé-
quences de longueur finie. C’est l’objet de la section suivante.

4 Calcul efficace pour des séquences de
longueur finie

Pour évaluer l’information mutuelle au niveau du récepteur,
nous allons considérer la moyenne sur l’ensemble de la sé-
quence. Dans un premier temps, nous considéronsQ séquences
toutes de longueur B et nous notons K = QB. Nous définis-
sons l’information mutuelle moyenne entre extrinsèques :

IM :=
1

Q

Q∑
k=1

I(Lyk , Lzk) (7)

puis l’information mutuelle moyenne extrinsèque/message :

IE :=
1

Q

Q∑
k=1

I(Lk, Xk) (8)

Pour calculer ces deux quantités au niveau du récepteur, on uti-
lise le lemme et le théorème ci dessous. Ces deux résultats sont
issus de [3]. Ils sont rappelés ici pour le cas binaire.



Lemme 1. Soit `y,k la LLR extrinsèque à la sortie d’un dé-
codeur donné, soit `z,k la LLR a priori à l’entrée du même
décodeur et soit y le vecteur d’observation. Soit `z,[k] la sé-
quence `z de laquelle le terme d’indice k a été retiré. Alors
pour tout Xk ∈ {−1; 1}, p(Xk = xk|LY,k = `y,k) = p(Xk =
xk|y, `z,[k]).

Ce lemme prouve que l’extrinsèque à la sortie du décodeur
contient la même information sur Xk que le vecteur d’observa-
tion et la séquence d’a priori. Grâce à ce résultat, on obtient un
estimateur de I(L,X).

Théorème 1. Soit pz(xk) = p(Xk = xk|y, `z,[k]) une sé-
quence de v.a. ergodiques pour tout Xk dans {−1; 1}, on a

IE = 1 + lim
K→∞

1

K

K∑
k=1

∑
xk

pz(xk) log2(pz(xk)) (9)

Cette quantité pourra être estimée au niveau du récepteur
en moyennant sur des séquences de longueur K = BQ. On
peut déduire du théorème 1 et de (4) une évaluation de IM . On
notera dans toute la suite pz(xk) = p(Xk = xk|y, `z,[k]) et
py(xk) = p(Xk = xk|y, `y,[k]).

Résultat 1. L’information mutuelle moyenne IM s’écrit

I
(a)
M = 1 + lim

K→∞

1

K

K∑
k=1

∑
xk

(
pz(xk) log2(pz(xk))

+ py(xk) log2(py(xk))

− py(xk)pz(xk)

sk
log2

(
py(xk)pz(xk)

sk

))
(10)

où py et pz sont normalisées et où sk =
∑
xk
py(xk)pz(xk).

La définition de l’information mutuelle donne une autre al-
ternative pour exprimer IM .

Résultat 2. L’information mutuelle IM s’écrit

I
(b)
M = 1 + lim

K→∞

1

K

K∑
k=1

∑
xk

log2(sk) (11)

avec sk =
∑
xk
py(xk)pz(xk).

Démonstration. Par définition de l’information mutuelle,

IM =
1

Q

Q∑
k=1

E

[
log2

(
p(`y,k, `z,k)

p(`y,k)p(`z,k)

)]
avec p(`y,k, `z,k) =

∑
xk

p(xk|`y,k)p(xk|lz,k)
p(xk)

p(`y,k)p(`z,k). On
obtient (11) en supposant ergodiques les v.a. considérées.

Nous venons de donner l’expression de deux estimateurs
de I(Ly, Lz) notés I(a)M et I(b)M . Ils ont une complexité calcu-
latoire linéaire avec K. Le nombre d’opérations est toutefois
plus faible pour I(b)M que pour I(a)M . Pour tester la précision de
nos estimateurs, nous considérons un turbo-code série (SCTC)
constitué d’un code (5, 7)8 (outer code) et d’un second code

convolutif de polynôme générateur 1
1+D . La taille K de la sé-

quence évolue entre 500 et 8000 et on choisit EbN0 = 2dB.
La précision des estimateurs est évaluée par comparaison avec
la valeur donnée par la méthode de l’histogramme (qui né-
cessite la connaissance du message X) et que nous noterons
I
(hist)
E et I(hist)M . Les résultats sont donnés sur la figure 2 sur la-

quelle est tracée l’erreur quadratique moyenne entre ces quan-
tités. Nous pouvons constater la supériorité en terme de préci-

FIGURE 2 – Comparaison des estimateurs proposés.

sion de l’estimateur I(b)M que nous retenons pour la suite. Dans
un processus itératif, on propage en général des LLR. Notons
Lz = log

p(Xk=1|y,`z,[k])
p(Xk=−1|y,`z,[k])

(notation similaire pour Ly).

Résultat 3. L’information mutuelle IM est donnée par

I
(b)
M = 1+ lim

K→∞

1

log(2)K

K∑
k=1

f(`y,k+`z,k)−f(`y,k)−f(`z,k)

(12)
avec f(`) = max(0, `) + log(1 + exp(−|`|)).

Démonstration. On utilise la relation log(exp(a) + exp(b)) =
max(a, b) + log(1 + exp(−|a− b|)).

L’expression (12) est équivalent asymptotiquement à (10).
Mais, pour un bloc de taille finie, les estimateurs issus de (12)
et (10) sont sensiblement différents (voir Figure 2). Dans cette
section, nous avons établi l’expression d’un estimateur précis
de I(Ly, Lz). Nous montrons dans la section suivante son ap-
plication potentielle au niveau d’un récepteur à décodage itéra-
tif.

5 Application au décodage itératif

5.1 I(Ly, Lz) comme critère d’arrêt
La convergence d’un décodeur itératif vers la solution X du

problème est caractérisée par des LLR de forte amplitude (en
valeur absolue) et un accord entre les deux décodeurs indivi-
duels (sign(Ly,k) = sign(Lz,k)). Nous appellerons ces deux



propriétés fiabilité et similitude. La plupart des critères d’arrêt
utilisés dans la littérature ne sont sensibles qu’à une seule des
deux conditions. Les critères basés sur la valeur absolue des
LLR (comparées à un seuil) ne testent que la fiabilité des LLR
alors que les critères de type cross-entropy ne testent que la
similitude. Nous montrons dans le résultat ci-dessous que I(b)M
est sensible à la fois à la fiabilité et à la similitude.

Résultat 4. I(Ly, Lz) ≈ I(b)M = 1 ssi sign(Ly,k) = sign(Lz,k)
et |Ly,k| = |Lz,k| = +∞ ∀k ∈ {1, 2, ...,K}.

Démonstration. I(b)M peut s’écrire sous la forme I(b)M = 1 +

1
K

∑K
k=1 log2

(
1+eLy,k+Lz,k

(1+eLy,k )(1+eLz,k )

)
. I(b)M = 1 est équivalent à

1+eLy,k+Lz,k

(1+eLy,k )(1+eLz,k )
= 1 ∀k ∈ {1, 2...,K}. Cette condition est

satisfaite ssi sign(Ly,k) = sign(Lz,k) et |Ly,k| = |Lz,k| =
+∞ ∀k ∈ {1, 2...,K}.

Nous pouvons donc utiliser I(b)M comme critère d’arrêt, pour
tester la convergence vers la bonne décision ou pour stopper
le processus itératif si I(b)M n’a pas atteint un seuil fixé. Ce
seuil,propre au système, pourra être facilement déterminé avec
un Exit chart.

5.2 I(Ly, Lz) pour estimer α

Il a été montré dans plusieurs publications [6, 7] qu’une cor-
rection linéaire des LLR est utile pour compenser les imper-
fections du récepteur. Nous proposons ici une méthode analy-
tique permettant de calculer la valeur optimale du facteur de
pondération. La méthode proposée est adaptative et ne néces-
site pas l’estimation de la séquence X ce qui la distingue des
contributions précédentes [6, 7]. Estimer la pondération opti-
male des LLR extrinsèques est équivalent à estimer α dans le
modèle (2) [4]. Nous utilisons la méthode des histogrammes
appliquée à (4) pour tracer l’évolution de α en fonction de celle
de I(Ly, Lz). Les résultats sont présentés sur la figure 3 pour
le SCTC de la section 4. Nous notons αy la valeur calculée à
partir de Ly (sortie inner decoder) et αz celle correspondant à
la sortie de l’autre décodeur (outer). Il a déjà été observé dans
la littérature que la valeur de α dépend du SNR et du numéro de
l’itération rendant nécessaire une estimation adaptative. Nous
voyons sur la figure 3 que α peut s’exprimer à l’aide d’une va-
riable unique : I(Ly, Lz) ; ce qui est un résultat nouveau. Nous
avons appliqué le même procédé sur d’autres types de turbo-
codes ainsi que sur des codes LDPC réguliers et irréguliers et
nous avons toujours observé que α = F (I(Ly, Lz)) où F dé-
pend du système étudié. Nous en déduisons une méthode pour
un choix optimal de α au niveau du récepteur : hors-ligne, tra-
cer α = F (I(Ly, Lz)) et en déduire l’expression de F par
une méthode d’ajustement (polynomial) ; au récepteur, estimer
I(Ly, Lz) par I(b)M et en déduire la valeur de α grâce à l’expres-
sion de F .

FIGURE 3 – Évolution de α vs I(Ly, Lz)

6 Conclusion
Nous avons présenté une nouvelle métrique, l’information

mutuelle entre extrinsèques. Nous avons montré comment l’éva-
luer au niveau du récepteur, sur des séquences de longueur finie
et sans connaissance du message. Nous avons également éva-
lué la précision de l’estimateur. Nous avons enfin montré deux
applications possibles de cette mesure. Au delà des exemples
traités, l’information mutuelle entre extrinsèques est utilisable
pour la sélection de relais dans un système coopératif ou encore
comme indicateur de la connaissance accumulée au récepteur
dans un système adaptatif à ré-émission des données.
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