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Résumé — En sortie d’un canal 2 bruit gaussien additif, I’identité de DeBruijn relie 1’entropie de Shannon et 1’information de Fisher. En
utilisant des f—divergences, qui généralisent 1’entropie relative au sens de Shannon (divergence de Kullback-Leibler), nous en proposons ici une
extension. Celle-ci induit la définition de divergences de Fisher généralisées dont certaines existent déja dans la littérature. Nous sommes ainsi a
méme de caractériser un canal bruité a I’aide de mesures générales d’information mutuelle, que ce canal soit gaussien ou non.

Abstract — We propose a generalization of the DeBruijn identity that links the Shannon entropy and the Fisher information for a gaussian
channel. The generalization makes use of f—divergences, generalizations of the relative Shannon entropy (Kullback-Leibler divergence). The
generalized DeBruijn identity induces the definition of generalized Fisher divergences, some of such generalizations existing in the literature.
We are then able to characterize a noisy channel using general measures of mutual information, both for gaussian and non gaussian channels.

1 Introduction

Considérons un canal a bruit &; additif, d’entrée X et de sor-
tie Y; = X + & (fig. 1). Lobjectif de cette contribution est
d’étendre I’identité de DeBruijn [1] concernant le cas &; gaus-
sien, 0H(Y:) EJ(Y)
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liant I’entropie différentielle de Shannon H(Y;) =
—E [log py, (Y2)] de la sortie Y; (de loi py,) du canal gaussien

a son information de Fisher J(Y;) = E [(% log py, (Yt))ﬂ :
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FIGURE 1 — Canal de communication bruité, avec X indépendant du
parametre ¢ et ou le bruit &; est indépendant de 1’entrée X . Pour un
canal gaussien, & = VtN avec N gaussien centré réduit. Pour un
canal de Lévy (voir plus loin), & = L avec L Lévy de paramétre
d’échelle unité. Pour un canal de Cauchy (voir plus loin), §&; = tC
avec C' Cauchy de parameétre d’échelle unité.

Les mesures J(Y;) et H(H;) sont fondamentales dans le do-
maine des communications ainsi qu’en estimation ; elles quan-
tifient un degré d’incertitude ou d’information contenu dans
une variable aléatoire. Comme I’illustre par exemple 1’inéga-
lité de Stam [1], ces mesures sont complémentaires. L’ infor-
mation de Fisher joue un réle important dans I’estimation d’un
parametre 6 attaché a une variable aléatoire, que ce soit au tra-
vers de I’inégalité de Cramér-Rao, bornant inférieurement la
variance d’estimation, ou via la courbure de 1’entropie relative
(ou divergence de Kullback-Leibler) de la densité de la loi pa-
ramétrée par 6, relativement a celle du parameétre vrai”.

L’identité de DeBruijn est importante a plusieurs titres :

(1) en un sens, elle quantifie la perte ou le gain d’entropie de
la sortie du canal dii aux variations de la variance du bruit

(ii) elle est utilisée dans la preuve de I’identité de Stam, dans
I’inégalité de la puissance entropique ou encore dans celle du
théoréme de la limite centrale [1, 2, 3].

Nous nous intéressons ici a des mesures généralisées d’en-
tropies relatives a une densité de référence : les f—divergences
de type Ali-Silvey ou Czisar [4, 5]. En dépit du caractere fonda-
mental de I’information de Fisher, y compris dans le contexte
des f—divergences [6], on trouve dans la littérature diverses
généralisations de cette mesure d’information, donnant lieu a
de possibles extensions des inégalités entropiques classiques
liant entropie de Shannon, information de Fisher et loi gaus-
sienne [7].

Dans ce travail, nous nous concentrons tout d’abord sur
I’identité de DeBruijn, réécrite en termes de divergence de
Kullback-Leibler Dy, rappelant pour cela la définition de la
divergence de Fisher. Nous étendons ensuite cette identité dans
le cadre de divergences généralisées. Cette extension amene a
généraliser la notion de divergence de Fisher. Nous nous focali-
sons d’abord sur le canal gaussien scalaire pour ensuite exposer
quelques résultats dans un cadre plus général.

2 Formulation a I’aide de la divergence
de Kullback-Leibler et de I’informa-
tion de Fisher, en gaussien

Nous considérons ici un canal gaussien ou I’entrée X est
supposée indépendante du bruit gaussien & = /t N de va-
riance t, et du parametre ¢. Le point clé dans la preuve de I’iden-
tité de DeBruijn est que la densité de probabilité p de la sortie
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du canal gaussien vérifie I’équation de la chaleur * 3£ = %
Cette relation a été reformulée par Barron [2, Lemma 1] ou
Johnson [3, Th. C.1] a I’aide de la divergence de Kullback-

Leibler Dy (pllg) = E, [% log (%)} avec p la loi de la

sortie du canal excité par X, g celle de la sortie pour une en-
trée gaussienne de méme variance que X et £, I’espérance par
rapport a la loi g. De maniere plus générale, pour deux entrées
X ) et XN et leurs sorties respectives Y (?) (de loi pg) et Y (1)
(de loi pq), la divergence de Kullback-Leibler entre les lois de
sortie vérifie
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est appelée divergence non-paramétrique de Fisher [3, 8]. Plus
généralement, pour deux densités p et ¢ paramétrées par un
méme paramétre 0, on définit la divergence de Fisher paramé-
trique par

wolo = [ (e (")) sar @

Quand 6 est un parametre de centrage, dériver en 6 ou en x
donne le méme résultat, aboutissant a J(p||q).

Dans la suite, deux généralisations de la relation (1) sont
envisagées : (i) Pour un canal gaussien, la généralisation a la
classe plus large des f—divergences, (ii) Généralisation a des
canaux non gaussiens.

ol

3 Extension aux f—divergences, en
gaussien

Rappel sur les f—divergences. La f—divergence entre p et
q relativement a g (Csizar [4], Ali-Silvey [5]) est définie par
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ol f est une fonction convexe sur [0;+00). La classe des
f—divergences? contient comme membres éminents la diver-
gence de Kullback-Leibler, de Jensen-Shannon [4, 9], de Ré-
nyi, de Tsallis-Havrda-Charvat ou de Hellinger (a une fonction
monotone pres) [4, 9, 10, 11], les divergences de Vajda [6, 9],
etc. Ces divergences partagent un certain nombre de propriétés
qui en font des mesures largement utilisées dans des problemes
de discrimination ou de classification [12] ou en physique sta-
tistique [9].

Dans la suite, nous nous limitons au cas des fonctions f
convexes C2, de sorte que la convexité se traduit par f” > 0.

Dy (pllg) =

1. On écrit I’entropie de la sortie, que 1’on dérive et, moyennant quelques
hypothéses de régularité sur les lois mises en jeu, on aboutit a I’identité de
DeBruijn [2, 1].

2. Rigoureusement, Dy = h(Eq[f(p/q)] avec h croissante, de sorte que
certaines f—divergences usuelles sont fonctions monotones des divergences
définies ici.

Extension aux f—divergences, en gaussien. Dans ce cadre,
nous nous intéressons a la généralisation de (1) en rempla-
cant la divergence de Kullback-Leibler par une f—divergence.
La généralisation a laquelle nous aboutissons fait appel a une
généralisation de I'information de Fisher : la divergence de
f—Fisher entre deux densités p et g paramétrées par 6,
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ol f est une fonction convexe de classe C2. Lorsque 6 est un
parametre de centrage, dériver en 6 revient a dériver en x ; dans
ce cas, la divergence de f—Fisher non paramétrique est sim-
plement notée J /).

Dans le contexte de la divergence de Kullback-Leibler, la di-
vergence de f—Fisher qui correspond a la méme fonction f
est la divergence de Fisher usuelle. Pour Rényi d’indice a, on
obtient le gain a—Fisher introduit par Hammad dans [8], tan-
dis que pour Jensen-Shannon nous retrouvons la divergence de
Jensen-Fisher J7/5(pl||q) définie trés récemment par Sénchez-
Moreno et al. [13] mais seulement par pure analogie avec la
divergence de Jensen-Shannon. On notera que certaines de ces
divergences de f—Fisher peuvent étre reliées a des extensions
de I’information de Fisher proposées récemment par Johnson
et Vignat [14], Lutwak et al. [15] ou Bercher [7].

Revenons alors au canal gaussien (fig. 1) soumis a une entrée
X ou XM de sorties respectives Y(?) ou Y1), de densités
po ou p1. La méme approche que celle utilisée pour obtenir la
relation de DeBruijn aboutit a une relation en tout point simi-
laire a (1),
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avec la méme fonction f pour chacun des termes. La relation
de DeBruijn permet de quantifier la variation d’entropie de la
sortie du canal gaussien induite par une variation de 1’ampli-
tude du bruit : I’'information de Fisher de la sortie quantifie la
robustesse du canal face au bruit. La formulation (6) a I’aide
de divergences nous indique que pour deux entrées différentes
d’un méme canal gaussien, les sorties tendent a se “rapprocher”
—au sens de la divergence considérée— quand le niveau de bruit
augmente (J(f) > 0) et la divergence de f—Fisher indique a
quelle vitesse elles se rapprochent.

Une question naturelle est de savoir si I’identité de DeBruijn
s’étend hors du cadre gaussien scalaire. Dans la section sui-
vante, nous présentons une généralisation possible.

4 Quelques résultats en non-gaussien

Considérons deux densités pg et p;, paramétrées par un pa-
rametre ¢, vérifiant toutes les deux la méme équation différen-
tielle

0?p(x,t 9 (B1(z, t)p(z,t
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On montre (cf. annexe), a ’aide des mé&mes étapes que celles
qui aboutissent a (6), I’identité
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Cette identité est difficile a interpréter de maniere générale.

Toutefois, elle contient a elle seule différentes variantes, ren-
contrées dans la littérature, de I’identité de DeBruijn :

— Canal Lévy, & = t2L (cf. fig. 1). La densité de sor-
tie vérifie (7) avec ag = 1, f;1 = 2 : pour deux en-
trées X0V Ia divergence entre les lois de sortie véri-
fie aﬁDf(lepO) = Jt (lepo) (voir [3, Th. 5.5] dans
le cas X(© de Lévy et avec la divergence de Kullback-
Leibler). L’information de f—Fisher paramétrique carac-
térise la courbure de la divergence ; son intégrale caracté-
rise la vitesse de rapprochement entre lois pour deux en-
trées différentes (ou de convergence vers la loi de Lévy si
X (0) est de Lévy).

— Canal de Cauchy, & = tC (cf. fig. 1). L’équation vé-
rifiée par la densité du bruit et de la sortie est encore
(7), avec cette fois s = 1, o = —1, aboutissant a

Z=Di(pillpo) = JD(rllpo) + I (palpo) (voir [3,
Th. 5.6] dans le cas Kullback-Leibler et X (©) de Cauchy).
Cette fois, c’est la somme des divergences de f—Fisher
qui caractérise le canal.

— Ceci se généralise a un bruit quelconque vérifiant (7), a

condition que (31 ne dépende pas de I’état x. C’est le cas
par exemple des lois dites ¢g—gaussiennes [7].

Un cas particulier intéressant réside dans la relation de Guo-
Shamai-Verdu qui caractérise la robustesse du canal gaussien,
en termes d’information mutuelle, & des variations du rapport
signal-sur-bruit (RSB) [16]. L’entrée du canal X est amplifiée
par un facteur /s, le bruit étant de variance unité. Le canal est
caractérisé par la quantité d’information y transitant a savoir
I’information mutuelle entre 1’entrée X et la sortie Y, en fonc-
tion du RSB s. On montre par exemple facilement que la loi de
sortie py (y) et la loi conditionnelle py| x —, suivent une méme
équation du type (7), quelques étapes de calculs aboutissant a

0 1
%Df(PX,YHPXPY) = §eqmm(f)(X|Y)

= 3 i Exty =y PR g (25

Pxpy bPxpy

Dans le cas de la divergence de Kullback-Leibler le terme de
divergence est I’information mutuelle de Shannon, dont les va-
riations sont caractérisées par 1’erreur quadratique minimale de
I’estimation de X via la sortie Y comme prouvé dans [16].
Nous trouvons ici une généralisation de cette identité, per-
mettant de caractériser le canal gaussien vis-a-vis du RSB, en
termes d’information entrée-sortie généralisée et d’erreur qua-
dratique généralisée.

—Ba(t)JY) (p1lpo).

5 Discussion

Apres avoir reformulé 1’identité de DeBruijn classique en
termes de divergence, nous avons vu comment celle-ci pou-
vait étre généralisée dans plusieurs directions : en restant en
gaussien mais en utilisant une classe plus large de divergences
(f —divergences) et dans une famille de cas non gaussiens qui
inclue les canaux de Cauchy et de Levy.

La relation (8) peut s’étendre encore un peu dans le cadre
multivarié et a parametre multivarié. Nous n’entrerons pas dans
les détails ici. Le point clé est encore basé sur 1’équation (7)
que doivent vérifier les deux densités, ou les dérivées sont rem-
placées par des gradients, les dérivées secondes par des hes-
siennes, et les fonctions «; et (3; par des opérateurs linéaires,
ce qui permet de trouver une relation du type (8) liant gra-
dients et hessiens de la divergence et des matrices f—Fisher.
De telles relations permettent, par exemple, de généraliser le
cas du canal gaussien, ou non, au cas multivarié de matrice de
covariance quelconque ou, a I’inverse, de mettre de la corréla-
tion sur les composantes d’entrée (ex. pré-filtrage avant trans-
mission). Nous retrouvons les résultats de [16] comme cas par-
ticuliers de I’identité générale.

La question de l’interprétation de I’identité (8) au-dela
de la caractérisation d’un canal reste une question ouverte,
tout comme les implications de cette identité. Induit-elle, par
exemple, des généralisations du théoreme de la limite centrale
pour des variables sans variances ?

Annexe : preuve de I’identité (8).

[r ( )po En supposant que
I’on puisse permuter intégration et dérivation suivant le para-
metre ¢, nous obtenons alors

Par définition D (p1||po) =
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En reconnaissant la divergence de f—Fisher dans le premier
terme de droite, on obtient donc
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qui n’est rien d’autre que la relation (8), le dernier terme étant [16]
la divergence de f—Fisher non paramétrique.
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