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Résumé – Cet article propose une méthodologie générale permettant la génération à haute résolution spatiale de données physiques à partir de
données basse résolution et leur propagation le long des échelles d’une analyse multirésolution appropriée. L’idée principale réside en la définition
d’une analyse multirésolution déterminée sur des exposants de singularité d’un signal turbulent calculés dans un formalisme microcanonique.
Nous présentons deux résultats principaux: le calcul de la dynamique océanique submésoéchelle (géostrophique et agéostrophique) sur des
données réelles et sans utiliser de multiples occurrences temporelles; et le calcul à haute résolution spatiale des cartes de pression partielle de
dioxyde de carbone océanique pCO2 à partir de données de simulation à basse résolution spatiale.

Abstract – This article introduces a general methodology for the determination of high resolution physical data from low resolution counterpart;
the method makes use of an appropriate multiresolution analysis for inference along the scales, the fundamental point being that such analysis
is determined on critical transitions (singularity exponents computed in a microcanonical framework). Two results are presented: first, the
determination of submesoscale (geostrophic and ageostrophic) ocean dynamics from real data without the use of extra temporal occurrences;
second, the computation of high resolution maps of oceanic carbon dioxyde partial pressures pCO2.

1 Introduction
Dans cet article, nous introduisons une méthode radicale-

ment nouvelle pour la détermination à haute résolution spatiale
(submésoéchelle [1]) de la dynamique océanique de surface. La
méthode s’applique à la génération à haute résolution d’un sig-
nal complexe à partir de données basse résolution par inférence,
le long des échelles, d’informations propagées par une anal-
yse multirésolution [6] associée à la hiérarchie multiéchelles
naturellement présente dans les acquisitions de systèmes com-
plexes [7]. Nous montrons le caractère général de l’approche
en calculant des cartes de pressions pCO2 [4] à haute résolu-
tion spatiale à partir de données basse résolution. L’idée fonda-
mentale repose sur la détermination d’une analyse multirésolu-
tion calculée sur des exposants de singularité à haute précision
numérique, et dans un cadre microcanonique [6][8].

2 Exposants de singularité en formula-
tion microcanonique et analyse mul-
tirésolution associée

On sait que la plupart des systèmes présentant une invariance
d’échelle, et en particulier les acquisitions de fluides turbu-

lents, peuvent être décrits sous la forme d’une hiérarchie mul-
tiéchelles [2, 3]. L’analyse des singularités donne un moyen
d’accès à cette hiérarchie multiéchelles prévue par la théorie:
dans une description globale thermodynamique et macroscopi-
que de ces systèmes, les variables intensives et les fonctions
thermodynamiques présentent naturellement un comportement
en loi de puissance au voisinage des points critiques. De plus,
une telle hiérarchie multiéchelles entretient des rapports avec
les phénomènes de cascades multiplicatives liés à l’intermit-
tence, et elle est donc susceptible de jouer un rôle important
pour l’inférence optimale de variables physiques le long des
échelles. Il existe plusieurs voies d’approches au calcul des ex-
posants de singularité, et nous considérons ici un cadre micro-
canonique et l’introduction d’une mesure basée sur le gradi-
ent [7]. Etant donné un signal 2D s correspondant à l’acqui-
sition d’un phénomène turbulent, des exposants de singular-
ité peuvent être calculés de diverses manières, soit en consid-
érant l’analogue de "fonctions de structure" sur un grand en-
semble [9], ou d’un point de vue "microcanonique", en exami-
nant le comportement local d’une mesure dont la densité est la
norme du gradient du signal:

dµ(x) = ‖∇s‖(x) dx (1)

c’est à dire que la mesure d’un borélien quelconque A est don-
née par:



µ(A) =

∫
A

dx ‖∇s‖(x) (2)

Soit Br(x) la boule de de rayon r centrée en x. On a [9]:

µ (Br(x)) = α(x) r2+h(x) + o
(
r2+h(x)

)
(r → 0) (3)

cependant une regression log-log directe basée sur cette équa-
tion donne lieu à des instabilités numériques [9] c’est la raison
pourlaquelle il est préferrable de considérer le comportement
de la mesure en fonction des échelles via une projetée en on-
delettes:

Tψµ(x, r) =
∫
R2

dµ(x′)
1

r2
ψ

(
x− x′

r

)
(4)

On a alors:
Tψµ(x, r) ∼ rh(x) r→ 0 (5)

pour les mêmes exposants de singularité h(x) en x. La déter-
mination numérique peut alors être implémentée sous la forme
d’une regression log-log sur les échelles r, mais les expéri-
ences numériques montrent que les estimées ponctuelles des
exposants de singularité sous la forme:

h(x) =
log (TΨµ(x, r0)/〈Tψµ(·, r0)〉)

log r0
+ o

(
1

log r0

)
(6)

avec 〈Tψµ(·, r0)〉: valeur moyenne de la projetée en ondelettes
sur le signal permettent de diminuer l’amplitude relative du
terme correcteur o

(
1

log r0

)
. L’échelle r0 est choisie telle que,

pour une image de taille N ×M , elle corresponde au plus petit
élément d’aire du signal numérique sachant que le domaine du
signal a pour mesure 1, donc

r0 =
1√
NM

(7)

La cascade multiplicative associée à la dissipation d’énergie
entre les échelles possède également une formulation micro-
canonique [5]:

Tψ(s)(x, r1) = ξr1/r2(x)Tψ(s)(x, r2) (8)

et le processus d’injection ξr1/r2(x) entre les échelles est in-
dépendant de Tψ(s)(x, r). En outre, l’injection d’énergie ou,
d’un point de vue signal, d’"information" entre les échelles
s’opère dans la hiérarchie multiéchelles qui est ici accessible
par les exposants de singularité localisés calculés dans un cadre
microcanonique [7]:

Fh = {x : h(x) = h} (9)

et, en particulier, l’ensemble des points les plus imprédictibles
s’obtient en considérant les points du signal dont l’exposant de
singularité est le plus petit, correspondant au lieu géométrique,
dans le domaine du signal, où les transitions sont les plus fortes:

F∞ = {x : h(x) = h∞ = min(h(x))}. (10)

Puisque les exposants de singularité localisés et calculés dans
un cadre microcanonique donnent accès à la hiérarchie mul-
tiéchelles des signaux complexes et turbulents prévue par la

théorie, et que ces exposants ont, au contraire des détecteurs de
bord habituellement utilisés en traitement d’image, des valeurs
non binaires et situées dans un continuum, il est possible de les
utiliser pour construire une analyse multirésolution [6]:

{0} ⊂ · · · ⊂ V0 ⊂ · · ·Vn ⊂ Vn+1 ⊂ · · · ⊂ L2(R2) (11)

calculée sur ces exposants pour approximer les phénomènes
de cascade multiplicative présents dans les systèmes et inférer
des informations entre les échelles. L’analyse multirésolution
que nous avons testée est implémentée de façon classique par
une trame dyadique, des bancs de filtre et une ondelette mère
de Battle-Lemarié 3-41 [6]. Dans la section suivante, nous ap-
pliquons cette idée à deux exemples.

3 Applications: haute résolution en dy-
namique océanique submésoéchelle et
en évaluation des échanges océan-at-
mosphère

La dynamique submésoéchelle complète peut être obtenue
à la résolution des données MODIS de température de sur-
face (SST) d’une manière qui généralise l’étude initialement
restreinte à l’orientation d’un champ unitaire présentée dans [5].
A basse résolution (1/4o, ici 28 kms), nous utilisons une com-
binaison des données de courants d’Ekman à 15 m, obtenues
à partir de données de vent QuikSCAT journalières, et de don-
nées hebdomadaires MLSA de topographie dynamique moye-
nne dont on déduit des courants géostrophiques moyens. Ces
données combinées sont journalières et constituent les données
de dynamique océanique à basse résolution. L’analyse multiré-
solution est calculée sur les exposants de singularité des don-
nées SST haute résolution submésoéchelle (taille du pixel: 4
kms), obtenue par combinaison de données OSTIA (produits
SST fusion de SST IR et MW à la résolution 1/20o) et de don-
nées MODIS AQUA SST (IR) au 1/24o. Le champ de vecteurs
est propagé le long des échelles de l’analyse multirésolution
composante par composante (données scalaires). Nous résumons
ci-dessous l’algorithme de génération de la dynamique océanique
à haute résolution à partir des données basse résolution et d’une
analyse multirésolution calculée sur les données à haute réso-
lution SST):
Données d’entrée:

– Données SST MODIS et OSTIA
haute résolution.

– Champ de vecteurs basse résolution
QuickSCAT et MLSA.

1-Calculer les exposants de singularité
des données SST.
2-Déterminer une analyse multirésolution
sur les exposants de singularité
des données SST.
3-Propager composante par composante



FIG. 1: Haut: donnée d’altimétrie à basse résolution spatiale (1/4o)
sur laquelle la dynamique géostrophique et agéostrophique est ex-
traite. Bas: résultat du calcul de la dynamique océanique en obtenue
en propageant le champ de vitesse à basse résolution issu de l’al-
timétrie (image de gauche) par une analyse multirésolution calculée
sur les exposants de singularité d’un signal température de surface
acquis au même moment (données SST: OSTIA et MODIS, l’image de
droite est une représentation du flot du champ de vitesses instantané).

le champ de vecteurs basse résolution
donné en entrée le long des échelles
de l’analyse multirésolution calculée
en 2 pour obtenir un champ de vecteurs à
la résolution des données SST.
Un résultat est montré figure 1.

Dans un deuxième exemple, nous effectuons une regression
linéaire calculée sur les exposants de singularité microcanon-
iques et conduite sur 10 années de données issues du modèle
de simulation ROMS (ROMS Benguela, configuration SAFE
AGRIF 2 ways, 1/12o et 1/4o - mis à 1/3o pour s’adapter
à la résolution dyadique des ondelettes - correspondant aux
zones −2oE/55oE et −5oS/−48oS pour le 1/4o, child domain
7oE/20oE et −11oS/−35oS pour le 1/12o). Ensuite nous géné-
rons un signal pCO2 haute résolution de la manière suivante:
le signal basse résolution pCO2 (taille du pixel: 28 kms) est
généré par ROMS, puis nous calculons un signal haute réso-

(a) (b)

(c) (d)

FIG. 2: Reconstruction d’un signal pCO2 haute résolution par in-
férence de la donnée pCO2 basse résolution, le long d’une analyse
multirésolution conduite sur les exposants de singularités en formula-
tion microcanonique et interpolés linéairement à partir des données
d’exposants de singularité S(SST ) et S(CHLa). (a): donnée de
CHLa haute résolution. (b): donnée haute résolution pCO2 générée
par ROMS et utilisée ici pour vérifier la qualité de la reconstruction
obtenue. (c): donnée pCO2 basse résolution. (d): pCO2 haute résolu-
tion creconstruit par l’analyse multirésolution. Comparer les images
(b) et (d) .

lution d’exposants de singularité S(pCO2) en utilisant la ré-
gression linéaire et les données haute résolution S(SST ) et
S(CHLa) d’exposants de singularité issus des données corre-
spondantes SST et CHLa (haute résolution) disponibles par
ROMS. Le signal S(pCO2) d’exposants de singularité genère
une analyse multirésolution, et un un signal reconstruit pCO2

est obtenu en remontant cette analyse multirésolution dans la-
quelle la donnée basse résolution a été substituée par le signal
ROMS pCO2 basse résolution. Voir figure 2.

4 Conclusion
Dans cette étude, nous avons voulu montrer qu’une analyse

multirésolution calculée non pas sur les signaux eux-mêmes,
mais sur des quantités qui encodent à haute précision numérique
les transitions d’un signal complexe, est d’un intérêt consid-
érable pour l’inférence le long des échelles, et donc pour le
calcul d’un signal physique à haute résolution spatiale à par-
tir de données acquises en basse résolution. Nous avons égale-
ment montré expérimentalement que les exposants de singu-
larité calculés en formulation microcanonique constituent un
signal privilégié pour effectuer une telle analyse. La raison pro-
vient du fait que ces exposants permettent d’accéder à la struc-
turation multiéchelles existante dans un signal complexe -en
particulier un signal turbulent -, cette dernière étant le lieu de
réalisation d’une cascade multiplicative (en mode microcanon-



ique): par conséquent les inférences sont optimisées le long des
échelles d’une analyse multirésolution associée aux exposants
de singularité. Les deux applications que nous avons envis-
agées dans cette étude, la dynamique océanique submésochelle
et les échanges de flux entre l’océan et l’atmosphère, démon-
trent le potentiel considérable de cette approche en Sciences de
l’Univers.
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