Sur la capacité de résolution de méthodes sous-espace
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Résumé — Dans cet article, nous considérons le probléme de la localisation deesautaide d’un réseau de capteurs, lorsque le nombre
d’échantillonsNV du signal disponible est du méme ordre de grandeur que le nombaptics)\/. Nous nous intéressons plus particulierement
a la capacité de séparation, pour deux sources dont les anglegé&ates signaux sont trés proches, de 'algorithme MUSIC, et d'arson
améliorée développée récemment (G-MUSIC). L'approche pémpospose sur des résultats de théorie des matrices aléatoires, dderiva
comportement des valeurs propres et vecteurs propres de la nagra@rélation empirique des observations, lorsgfiet N tendent vers
l'infini au méme rythme. En considérant le scenario ou les directionsivBa de deux sources convergent I'une vers l'autre, dans Imegg
asymptotique précédent, nous montrons que la méthode MUSIC tradltenisst plus consistante, tandis que la méthode améliorée G-MUSIC
le reste. Ces résultats valident ainsi des différences de performabservées en pratique entre ces deux méthodes, pour un noanttendes

et d’échantillons du méme ordre de grandeur.

Abstract — This papier deals with the problem of source localization using an arragnsioss, in a context where the number of available
samplesV of the observed signal is of the same order of magnitude than the naivemsors\/. We focus here on the resolution capacity of
the MUSIC method, as well as an improved version recently develop®dSIC), in a situation where two sources with very close directions of
arrival (DoA) are present. Our approach relies on results fromiaarmatrix theory, describing the behaviour of the eigenvalues andveigtens

of the sample correlation matrix of the observations, whérand NV both converge to infinity at the same rate. By considering the scenario
where the two DoA converge to each other in the previous asymptotic regienghow that the MUSIC algorithm is no more consistent, while
the G-MUSIC method remains consistent. This theoretical result validagsetiiormance gap observed in practice between the two methods,
for a number of sensors and samples of the same order of magnitude.

1 Introduction En supposant qu&’ > M échantillonsy, ...,y sont col-
lectés dans la matric¥ y = [y1,...,yn~], le modéle devient
La détermination des directions d’arrivée de sighaux ssirc Yy = ASy + Vy,
a l'aide de réseaux de capteurs est une problématique |mpoc; Sy
tante en traitement du signal et fait I'objet d’'une littémat
conséquente depuis les années 1970. Considérons un résea
néaire uniforme dé/ capteurs, recevant les signaux issus de
K < M sources a bande étroite et en champs lointain. Le sj-
gnal en sortie du réseau peut alors étre modélisé par la séf
temporelle multivarié¢y,, ), >1 définie par

= [s1,...,8n] € Vy = [vy,...,vy]. Le probléme
d? la Iocallsatlon de sources consiste alors a estimer tgesn
arnvee@l, ..., 0 a partir des observations .
Parmi les technlques d’estimation "haute résolution” las p
opulalres figurent les méthodes sous-espace, dont la deétho
SIC [4], qui sont généralement préférées aux méthodes du
maximum de vraisemblance, dont le co(t calculatoire est sou
vent prohibitif. Moyennant I'hypothese queng(Sy) = K, la

Yn = Asn + Vi, p s . s .,
méthode MUSIC repose I'observation que les angles d’'arivé

ol 01,...,0k sontles zéros de la fonction de localisation
— A = [a(by),...,a(fk)] est la matriceM x K des vec- nn(0) = a(0) Iya(h),
teurs directionnel®(61), ..., a(fx), ou b1,...,0x re-  oully estle projecteur orthogonal sur le noyauAls y S A*
présentent les angles d arrlvee des signaux sources et @ahpelé "sous-espace bruit", de dimensidn- K).
a(f) = r[l e, ..., M=DT pour toutd € [0, 2] ; En pratiqueIIy n'est pas accessible et il est alors nécessaire
— s, € CK estle vecteur des signaux sources a l'instant de I'estimer a partir de la matrice de corrélation empirique
supposésléterministes inconnys 1 N

1
— v, modélise un bruit additif dont les éléments sont i.i.d. SYNYR =) yay,
. N N

Nc(0,02). n=1



donton notera; y > ... > Ay y ety n,..., 0y lesva- 2 La méthode G-MUSIC
leurs propres et vecteurs propres associés. La méthode™MUSI
[4] consiste alors & estimék, . .., 0x par lesK minima les Nous considérons pour la suite le régime doublement asymp-
plus significatifs de la foncti totique oUM = M (N) est fonction deV de telle maniére que
(1) s le ratio % converge verg €]0, 1[, quandN — oo, et suppo-
iy (0) = a()"Iya(0), sonsK indépendant dé&/. On considere également la situation
oully = EQZK Uy, v Uy, est'estimée empirique dE . ou les angles d'arrivée dds sourced; ..., 0k n peuvent
Lutilisation de [Ty est relativement pertinente lorsque le dépendre dev, et ousupy [|Sx | < oc. )
nombre d'échantillons disponible¥ est grand comparé au L& méthode G-MUSIC, développée dahs [5], est fondée sur
nombre d’antennes/. En effet, sous certaines conditions, la 1@ theéorie asymptotique des matrices aléatoires, dont reqis
loi des grands nombres garantit qllBly — Iy | converge pelons ici quelques résultats essentiels. Notons
vers 0 presque sdrement (p.s.), dans le régime asymptotique . 1 YnYy -t
ol N tend vers l'infini etM/ est constant, ce qui implique na- iy (2) = 3T < N ZI) '

M
turellement la convergence uniforme L L L
© La fonctionriy (z) est une quantité centrale en théorie des ma-

sup |y’ (0) — UN(G)‘ Nst> 0, trices aléatoires, et représente la transformée de Stedtp
o< o . ] . la distribution empiriqueiy = - Y40, d5,  des valeurs
etlla consistance de; es.tlm(.aes’ angulalres.. Neanm0|.n$@rans propres deL Y y Y, clest-a-dire la quantité
tains contextes applicatifs, il n'est pas toujours possitd dis-
poser d’'une telle quantité d’échantillons, notamment sisie e (2) = din (M)
gnaux en jeu ne sont stationnaires que sur de courtes pgriode MmN Z) = R A—z
de temps, et en conséquence, les nombres d’échantillores et d

) L
capteurs peuvent étre du méme ordre de grandeur. Dans cett§St montré dans [3] que pour € C\R™, 7y (2) — m(z)

situation, la matrice de corrélation empiriq&éﬁ estalors P quandy’ — O_Ol’ ou m(z,) est la transformee d(-a.S,tle!tjes

: . . LN A m(z) = [(A—z)"*du(X\) d'une mesure de probabilité déter-
un estimateur peu fiable de la vraie matrice de corrélation, niniste Ra elée loi de Marcenko-Pastur. et admettant comme
les performances des méthodes sous-espace se dégradent Jup'sten. abp ’

stantiellement, en particulier la méthode MUSIC. Stipport intervallefo® (1 - /¢)?, o*(1+/c)*. De plusmn(z)
Récemment, nous avons proposé dansl[[5] [2] une méthoggrme 'équation

MUSIC améliorée (nommée G-MUSIC) basée sur un nouvel m(z) = 1 _

estimateur de la fonction de localisatigr (), consistant dans —z(1+o02em(z)) + 02(1 — ¢)

le régime asymptotique o/, N tendent vers l'infini de telle . o .

maniére que le ratidl converge vers une constante]0, 1. De maniere equw:':llent‘e, la convergence étrpite— p — 0

En pratique, on constaté][5] que les estimées angulaires @St Vérifiee p.s., c'est-a-dire que la distribution empieigles

MUSIC présentent de meilleures performances que les esif&/€urs propres _d%YNYRf ale méme comportement asymp-

mées MUSIC, pour des valeurs réalistesMeN et un petit totique que laloi de Marcenko-Pastur.

nombre de sources dont les angles d'arrivée sont trés poche | Moyennant certaines hypotheses sur les valeurs propres de
L'objectif du présent article est de proposer une comparaizy AS~SiyA”, il est possible de caractériser le comportement

son théorique au premier ordre (C'est-a-dire en terme dsison €S Plus grandes valeurs p(opresj]\e,iaf_NYjv. Pour la suite,

tance) des méthodes G-MUSIC et MUSIC. Nous montrons qu0us feronshypothese de séparaticsuivante, qui assure que

dans le régime asymptotique ol les angles d’arrivée sort fixd€S Valeurs propres non ”“"eS%GASNvaA*’ notees\; y >

et )M, N tendent vers Iinfini au méme rythme, la méthode MU-- -+ = Ak~ sont suffisamment espacees dés- K valeurs

SIC reste consistante. Pour modéliser le scenario ol ldesang ProPres nulles.

d'arrivée sont trés proches, nous consiQéron; IaAsituat&)n Hypothése. Pourk = 1,. .., K, ona\, x — A, quandN —

deux sources dont I'espacement angulaire décroit lorddue 50, OUA; > ... > A > 02/ '

et N tendent vers l'infini au méme rythme, et nous montrons

dans ce scenario que la méthode G-MUSIC reste consistanteSous I'hypothése précédente, onla [1], pbut 1,. .., K,

tandis que la méthodg MUSIC ne I’e_st plus. _ A (Ae + 0%¢) (e + 02)
La suite de cet article est organisée comme suit. En sec- Ak LEEN o) = k k ,

tion[2, nous rappelons les principes fondamentaux de la mé- N=roo Ak

thode G-MUSIC. En sectidnl 3, nous analysons la consistancs (M) > 02(1 + 1/c)2. De plus, pour tou¢ > 0,

de ces deux méthodes, dans les scénario "angles éloignés" et .

"angles proches" décrits précédemment. Quelques résoltat ~ Ax+1,8,-- - Auw € |07 (1 —e)* — €,0°(1 + V)|,

mériques illustrant de le gain de performances de la métho

G-MUSIC en situation d’angles trés proches sont présentés.

d&s. pourN suffisamment grand. Autrement dit, sous I'hypo-
thése précédente, on a donc "séparation” des valeurs propre
1. Lexposant®) est employé pour désigner I""estimateur traditionnel”.  de %YNY}‘V en deux groupes, au sens ou Iéplus grandes




valeurs propres convergent vers des limites extérieurasigu  Théoreme 1. Pour N suffisamment grand, p.s., [&5plus pe-
port de la loi de Marcenko-Pastur, tandis quelés- K plus  tits minima dejy () et A(t)(a) coincident respectivement avec

petites sont "absorbées" dans ce méme support. C] N) ot (9( ) ) De plus
Sous I'hypothése de séparation précédente, il est égaleme k=1 kN K '
possible d’obtenir des résultats sur le comportement des ve 1 1
., . . A o L Alt) L
teurs propres associés aux plus grandes valeurs propres, Ai Opn =0r+o0 N et y =0k +o ~ ) (5)
on montre que pour toute suite de vecteurs unitaires détermi
nistes(dy), onapourk =1,..., K, Démonstration.Le résultat pour G-MUSIC est montré dans

o sup |[aD(0) — ' (0)] 22 0,
h(z) = m(Z)Q (sz(z) — (1 B C)) 0€[0,27] N N ‘ N—oco
em(2)2 + 2czm/ (2)m(z) — (1 — ¢)m/(z)” o

ou 0) =1 — ||D'/2U%a(d 2,U =[w N, -.,u
Notons qu’en uti_lisan'Edes re_lations d_e passage entrg\r)) ot ]gNi ()hag (h (q|i|>()\1)) , N ,(h)(LL()\st)). I[J;gt A ay:r{'évl]a
et )\, il est possible d’obtenir la relation explicite méme image, on &y — A (A*A)‘Uz V., 00V est uni-
h(6(\)) = /\i —a'c ) taire. CommeA*A —y I, on montre que
Ak ()\k + 020) 9
La convergenc&1) est la clé de voute de la méthode G-MUSIGup |5\ (6) — (1 — |a(8)*a(6;)|? HD1/2V}‘VekH ) ‘ = o(1),
En effet, en prenandy = a(f), et en utilisant le fait que 9<%
d(A) = Ar.v + o(1) p.s., on obtient alors que ou e, est le k-ieme vecteur de la base canonique. Comme la
K fonctiond — |a(6)*a(;)|> admet un unique maximum glo-
0) =1-— Z Ia(9)*uk,NI2 =in(0) +o(1), (2 bal end = 6, on déduit que poulN grand, lesK" minima

les plus significatifs d@y (¢) coincident aved\'y, .., 0,
p.s., ou ) etd\’y —x 0 p.s. Montrons a présent qu'), vérifie la
. 1 o convergencd{5). Par définition 4§, , l'inégalité suivante est
i) =1- L fa@) et (3) Convergencdl) By, linég
— ()\k,N) vérifiée,
La quantitéi (0) est donc, poufl quelconque fixé, un estima- 7 (9,?)]\;) < sup |nV(0) - ﬁN(9)‘ +0W(6r),  (6)

teur consistant dey (¢), dans le nouveau régime asymptotique 6€(0,27]

considéré précédemment. La méthode G-MUSIC consiste aloes en conséquence, on déduit

a estimer les angles d'arrivég v, ...,0x n en considérant

les K minima les plus significatifs dé — 7 (6). hmsupn(t)(ﬁ(t) )<1-— hmmf HDl/ZV* H <1. (7)
La consistance de ces estimées angulaires, c'est-a-dire la V7>

convergence presque sire des minimajg¢d) vers ceux de g\, gjitery (9,53 N~ Hk) n’est pas bornée, on extrait une sous-

nn(#), constitue I'objet de la section suivante. Notons des a

présent que ceci nécessite une convergence uniforn® @n  suite telle quep(N) ‘algt)w(N) ok’ — +4o00. On a alors que

lieu et place de la convergence ponctudlle (3), et il est ndont “)(9“) ) s 1, ce qui contrediC(7). La suity (é](:) 7 Qk)
1 . 7]\/’

dans|[2] que . _
o i} N étant donc bornée, on peut en extraire une sous-suite tedle g
S [0 sl = A @O ) | TS0 oy 10 = 0] > 9 e qui implique que,

(4)

](\t,)(é,(f)N) =1- HDl/QV}}ek‘ sinc (¢f3/2) + o(1) p.s,

3 Comparalson au lerordre de MUSIC ousinc(z) = % siz # 0 etsinc(0) = 1. Sif # 0, alors

et G-MUSIC )
lim sup nN (0 n) > 1—liminf HDl/QV’j\,e;~C
Considérons dans un premier temps la situation ou les angles N—oo N=veo
O1.n,-..,0k n sont indépendants d&, ce qui modélise en ce qui contredit encord¢](7). En conséquence, toutes les sous

pratique une situation ou les angles sources sont €loi@is. g jites convergentes de la suite bomé‘éél(f)zv _ 0k) tendent

f|n|ssoAns A(8) ) vers0, ce qui conclut la preuve.
Or,n = argminfy () etd, 7 = argmin7y (),
0€Tx 0€T; Pour modéliser une situation d’angles proches, nous consi-

ouZy,...,Zx des intervalles compacts disjoints tels gues dérons a présent une situation simple Bu= 2, 6, v =

. b2, N + &, aveca > 0, 65 y = 05 fixe, et Sy Sy — I. Dans



ce cas, un calcul direct montre que y et A; y convergent Pour illustrer numériquement les résultats des théoréines 1

vers et[d, nous considérons le scénario Bu= 2 sources, et ou
la matrice signaB  est a entrées gaussiennes i.i.d. standard.
A =1+ [sinc(ac/2)| et Ay =1 — |sinc(ac/2)]. Nous calculons I'erreur quadratique moyenne sur les esme

. ) _ o . MUSIC et G-MUSIC def;, en fonction du rapport signal a
L'hypothése de séparation se réécrit albrs |sinc(ac/2)| > pruit donné par-10log(c?). En figurell, nous considérons un
o?y/c. Soient les intervalle®, x = [0k N — 53,0k, v + 53] scenario "angles éloignés”, ad = 20, N = 40 etf; = 0,
et définissons ' 0, = 7. Les performances de MUSIC et G-MUSIC sont alors

R i . similaires. En figur€l2, nous considérons un scénario "angle
Op.n = argminny(0) et 9,(C )N = arg min ﬁj(v)(Q).
/ 0€Tyr N ’ OGIk,N

Théoreme 2. Pour N grand p.s., e plus petits minima de
N (0) coincident aved, w, 62 v, et

A 1
Op,N =0Ok,n +o0 (N) . 8)

De plus, il existe des valeurs detelles queN (6,(;)1\, - 9k,N)
ne converge pas vefs

Démonstration.Pour les estimées G-MUSIC, on a, d'aprés la
section précédente, quep, | (0) — 7y (0)| =~ 0 p.s., ol o : : T R R

nn(0) = a(f)Tya(d) =1 —a(h)*A (A*A)~' A*a(6).

De la méme maniére que polit (6), p.s.,

FIGURE 1 — Scenario "angles éloignés"

proches", ouM = 40, N = 80 etf; = 0,0, = 557. On

lims ’ 0 ‘ < limsup A~ (0 —0. 9 constate alors une différence de performances entre les mé-
imsup | (O, v)| < ljffn_?llop i (O, ) ) thodes MUSIC et G-MUSIC dans le cas d’angles sources dont
I'espacement est de I'ordre de, ce qui concorde avec les ré-
sultats du théorenig 2.

N —oco

La clé de la preuve d€](8) repose sur la propriété quye si)
est une suite d’angles,

1 SiN [N — O, n| — 00
1—k(B) SiN@Wn—0kn)— 8

ouk(f5) < 1avec égalité sst = 0 ou« (la définition est omise
faute de place). Soit une suitey ¢ Z; y U Iy n telle que
In(n) — 0. Alors ny(¢n) — 0, et on déduit de[{10) une
contradiction. On déduit alors del (9) que pd\ﬂrgrand,él,N
etég,N sont les2 plus petits minima dé (6). Dés lors, si une

nn(Yn) — { (10)

sous-suite deV (ékyN - GkVN) converge verg, on a, a l'aide ‘ ,
de [9) et[(ID), que = 0 nécessairement, ce qui proule (8). En e TR
procédant de méme pour la méthode MUSIC, on obtient, pour

une suite d'anglesyy ),

FIGURE 2 — Scenario "angles proches"

() 1 SiN|’l/)N—9k7N|—>OO L,
Ny (Un) = {1 _ Ii(t)(ﬂ) SIN (Yn — Op.n) = ’ Références

[1] F. Benaych-Georges and R.R. Nadakuditi. The singularegand vec-

0k (8) 0 Ané i
Our (B) n‘admet pas en general de maximum/ee= 0, . tors of low rank perturbations of large rectangular randontrices. J.

Comme[(9), on peut montrer que pour tgdit < /2, et toute Multivariate Anal, 111 :120-135, 2012.
suite(yn ) telle queN (Yn — Ok, n) — B, [2] W. Hachem, P. Loubaton, X. Mestre, J. Najim, and P. Vallearde inf.
(t) /2(0) ) plus noise random matrix models and consistent subspace #stinma
lim sup ‘nN (Ch N)‘ < limsup |77y (LZJN)’ <1-— H(t)(ﬁ). large sensor network&®andom Matrices Theory Apdl(2), 2012.
N—oo N—o0 [3] V. A. Marcenko and L. A. Pastur. Distribution of eigenua in certain
(11) sets of random matricedlat. Sh. (N.S,)72 (114) :507-536, 1967.
. A(6) (), 5(t) [4] R. Schmidt. Multiple emitter location and signal paramegstimation.
SIN (0k,N —0k,n) — 0, alorsny (Gk,N) — 1 - r1(0), IEEE Trans. Antennas Propag4(3) :276-280, 1986.
ce qui contredit[(T1) puisque dans le cas général, il existe d [5] P. Vallet, P. Loubaton, and X. Mestre. Improved subspatination for
valeurs dex pour lesquel$) n'est pas maximum de® sur multivariate observations of high dimension : the determimggnal case.

" IEEE Trans. Inf. Theory58(2), Feb. 2012.
lintervalle [-5, $]. O rans. Inf. Theory58(2), Feb. 20



	Introduction
	La méthode G-MUSIC
	Comparaison au 1er ordre de MUSIC et G-MUSIC

