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Résumé –Cet article étudie la robustesse aux bruits de type outlier dans le cadre de la super-résolution. On utilise l’équivalence entre recons-
truction parcimonieuse et robustesse aux outliers pointéepar Candès et Tao. Elle permet de déduire des bornes sur le nombre d’images acquises
en fonction de la quantité d’outliers qui garantissent une reconstruction parfaite par minimisation L1.

Abstract – In this article, we study outlier robustness properties of the L1-norm super-resolution. We recall the equivalence beween sparse
recovery property and robustness from Candès and Tao. We deduce bounds on the number of captured images with respect to the number of
outliers which guarantee perfect reconstruction with L1 minimization.

1 Introduction

L’objectif de la super-résolution (SR) est de retrouver une
image haute résolution à partir de versions de basse résolution
(BR) de celle-ci. Ce sujet est couvert par une vaste littérature
qui a été revue à plusieurs reprises [1, 2]. On retient que l’ap-
proche variationelle est la plus utilisée pour résoudre le pro-
blème de super-résolution.

Classiquement, cela consiste à minimiser une fonctionnelle
comprenant une attache aux données et une régularisation dé-
duite d’un modèle a priori. La normeL2 est la plus fréquem-
ment choisie pour l’attache aux données. Plus récemment, la
minimisationL1 a été utilisée pour débruiter des images conta-
minées par des outliers (données aberrantes) [3]. Il a été montré
qu’elle permettait une robustesse aux outliers dans le cadre de
la super-résolution [4, 5]. Seulement, une régularisationest gé-
néralement ajoutée à l’attache aux données, ce qui revient à
faire une hypothèse sur la régularité de l’image. Dans [6], on
montre que lorsque le nombre d’images BR est suffisant, il est
probable que la régularisation devienne inutile, mais ce résultat
s’applique mal au cas d’outliers non bornés en amplitude.

Candès and Tao [7] ont montré que la robustesse aux outliers
par minimisationL1 est équivalente au problème de recons-
truction parcimonieuse et [8] donne une caractérisation decette
capacité de reconstruction parcimonieuse (Null Space Property
NSP). Les détails de cette équivalence sont décrits dans [9]

Dans cet article, on montre en utilisant ces propriétés qu’une
reconstruction parfaite par super-résolutionL1 peut être pos-
sible lorsque les données sont contaminées par des outliers.
On obtient la garantie d’une reconstruction parfaite lorsque le
nombre d’images BR est suffisant.

2 Modèle variationnel pour la super ré-
solution

Les images BR, que nous concaténons en un seul vecteurw
pour simplifier les notations, sont générées par une application
linéaireA à partir d’une image de haute résolutionu0 et d’un
bruit n :

w = Au0 + n. (1)

A inclut un mouvement ainsi qu’un sous échantillonnage pour
chaque image BR et s’écrit :

A : RML×ML →
(

R
L×L

)N

u → (Aiu)i=1,N = (SQiu)i=1,N

(2)

oùM est le facteur de sous-échantillonnage,N est le nombre
d’images BR,L × L est la taille des images BR,u est une
image HR de tailleML × ML, lesAi sont les applications
linéaires qui générent les images BR,S est l’opérateur de sous-
échantillonage d’un facteurM et lesQi sont des mouvements
affines aléatoires qui affectent chaque image. Elle est presque
sûrement injective lorsqueN est supérieur àM2 (ce que l’on
suppose vérifié pour la suite) [6]. La minimisation de l’attache
aux donnéesL2 permet d’avoir un bruit de reconstruction borné
lorsque le bruit d’acquisitionn est borné. Dans le cas d’un bruit
de type outlier, on écrit la minimisationL1 :

argminu‖Au− w‖1 (3)

avecw = Au0 + n0. On cherche des conditions surA pour
s’assurer queu0 est l’unique solution de (3) lorsquen0 est de la
forme forme :n0 = n.T avecT un vecteur de0 et 1 représen-
tant un support (le. est le produit coordonnée à coordonnée).
Pour cela, on définit la notion de matrice pardonnante :



Définition 2.1. Matrice pardonnanteSoitT un ensemble de
supports dansRp (T ⊂ {0, 1}p). A estT -pardonnante si pour
toutT ∈ T , n ∈ R

p, u0 ∈ R
m, on a :

u0 = argminu‖Au− (Au0 + n.T )‖1 (4)

etu0 est l’unique minimiseur.

Lorsque le support des outliers est de cardinalK, il est mon-
tré dans [7] que le pardon est équivalent à la capacité de re-
construction parcimonieuse des matricesB dont le noyau est
l’image deA (BA = 0). D’autre part, [8] montre que la capa-
cité de reconstruction parcimonieuse est équivalente à unepro-
priété de non concentration du noyau (la NSP). Lorsque l’on
combine ces deux équivalences, on obtient queA est pardon-
nante pour les outliers de cardinalK si et seulement si l’espace
image deA vérifie la propriété de non concentration (on dit
alors queA pardonneK outliers). Ce résultat peut s’étendre
a des ensembles de supports quelconquesT [9]. La super ré-
solutionL1 est robuste aux outliers de support dansT si et
seulement siImA vérifie la propriété suivante :

Définition 2.2. Propriété de non concentration (PNC)Soient
T un ensemble de supports deRp etV un sous espace deRp.
V a la propriété de non concentration pourT si pour toutv ∈
V \{0} etT ∈ T :

‖v.T ‖1 < ‖v.T c‖1 (5)

oùT c est le complément du supportT .

Cette propriété permet de faire des hypothèses différentessur
le support du bruit en considérant des ensemblesT particuliers.

3 Conditions de reconstruction parfaite
en présence d’outliers

3.1 Condition suffisante pour leK-pardon

La PNC permet de trouver des conditions suffisantes de re-
construction sur le nombre d’images BR lorsqueK outliers
contaminent les données. Ces conditions font intervenir lecondi-
tionnement deA.

Définition 3.1. ConditionnementLe conditionnementLp d’un
opérateurA est définit par :

κA,p =
sup‖u‖p=1‖Au‖p
inf‖u‖p=1‖Au‖p

(6)

En utilisant la PNC, on montre la propriété suivante.

Proposition 3.1. SoitA une matrice de super résolution. Soit
κm
AT c ,1, le conditionnementL1 maximum desAT c (lesA dont

les lignes sont restreintes aT c). Supposons :

N > K(M2κm
AT c ,1 +

1

L2
) (7)

AlorsA estK-pardonnante.

Démonstration.Soit T un support de cardinalK. On cherche
une condition suffisante pour que

‖ATu‖1
‖AT cu‖1

< 1 (8)

soit vrai pour tous les supportsT de tailleK. On commence
par borner la norme d’opérateurL1 deAT (A restreint àT ).
Soientai les lignes deA :

‖ATu‖1
‖u‖1

=

∑

i∈T | < ai, u > |
‖u‖1

≤
∑

i∈T

∑

j |ai,juj|
‖u‖1

. (9)

On a|ai,j | ≤ 1 car tous les coefficients deA sont des échan-
tillons d’un sinus cardinal. En conséquence :

‖ATu‖1
‖u‖1

≤
∑

i∈T

∑

j |uj |
‖u‖1

≤ K .

(10)

Ensuite on borne le rapport‖ATu‖1

‖ATcu‖1

. On utilise le conditionne-

mentL1 deAT c , notéκATc ,1. On peut ainsi écrire :

‖ATu‖1
‖AT cu‖1

≤ K‖u‖1
‖AT cu‖1

≤ K

(

inf
‖AT cu‖1
‖u‖1

)−1

≤ K
κATc ,1

‖AT c‖1
.

(11)

On utilise le fait que la norme d’opérateurL1 de‖AT c‖1 peut
être bornée inférieurement par des valeurs particulières.On re-
marque que l’opérateur SR transforme les images HR constantes
en images BR constantes ayant la même intensité. En consé-
quence,‖AT c‖1 ≥ (NL2 −K)/(ML)2 et :

‖ATu‖1
‖AT cu‖1

≤ K(ML)2
κATc ,1

NL2 −K
. (12)

On en déduit la proposition.

Grâce à l’équivalence entre propriété de reconstruction par-
cimonieuse et pardon, on peut utiliser laRestricted Isometry
Property(RIP, [7]) pour trouver une condition suffisante deK-
pardon en utilisant des normesL2. On rappelle la définition de
la RIP.

Définition 3.2. Restricted Isometry PropertyB a la restric-
ted isometry property d’ordreJ avec constanteδ ∈]0, 1[ si
pour toutx ∈ R

N(L×L) et pour tout supportT tel que|T | = J

(1− δ)‖x.T ‖2 ≤ ‖B(x.T )‖2 ≤ (1 + δ)‖x.T ‖2 . (13)

Montrer la RIP d’ordreJ = K + K ′ avec constanteδ <√
K′−

√
K√

K′+
√
K

pourB donne la capacité de reconstruction parcimo-
nieuse àB pour les supports de tailleK (Voir [10]). En consé-
quence, sikerB = ImA a la PNC alorsA estK-pardonnnante.

Proposition 3.2. Si pour toutT de cardinalJ :

‖A(AHA)−1AH(x.T )‖2
‖x.T ‖2

≤
√
δ (14)

alors il existeB ayant la RIP d’ordreJ et constanteδ telle que
kerB = ImA.



Démonstration.Etant donné une matriceA, on définitB comme
la projection orthogonale sur(ImA)⊥ : B = P(ImA)⊥ =

I −A(AHA)−1AH . On réexprime l’équation (13) en fonction
deA. On commence par l’élever au carré :

(1− δ)2‖x.T ‖22 ≤ ‖B(x.T )‖22 ≤ (1 + δ)2‖x.T ‖22 . (15)

D’après le théorème de Pythagore,

‖x.T ‖22 = ‖A(AHA)−1AH(x.T )‖22 + ‖B(x.T )‖22 (16)

On obtient en remplaçant dans l’équation (15) :

(1− δ)2 ≤ 1− ‖A(AHA)−1AH(x.T )‖2
‖x.T ‖2

≤ (1 + δ)2 (17)

On en déduit que si pour toutT de cardinalJ :

‖A(AHA)−1AH(x.T )‖2
‖x.T ‖2

≤
√
δ (18)

alorsB a la RIP d’ordreJ et constanteδ.

Proposition 3.3. Supposons

N > M2C−1
1 Kκ4

A,2 (19)

oùC1 = 0.0670. AlorsA estK-pardonnante.

Démonstration.On montre d’abord que‖AH
T ‖2 = ‖AT ‖2 ≤√

J . En utilisant Cauchy-Schwarz :

‖ATu‖22
‖u‖22

=

∑

i∈T | < ai, u > |2
‖u‖22

≤
∑

i∈T ||ai||22||u||22
‖u‖22

.

(20)

On a ||ai||2 ≤ 1 car ce sont des sinus cardinaux. En consé-
quence :

‖ATu‖2
‖u‖2

≤
√
K (21)

On borne maintenant le ratio :
‖A(AHA)−1AH(x.T )‖2

‖x.T ‖2
≤ σmax

‖(AHA)−1AH(x.T )‖2
‖x.T ‖2

≤ σmaxσ
−2
min‖AH

T ‖2

≤
κ2
A,2

√
J

σmax

(22)

où σ? sont les valeurs extrêmes des valeurs singulières deA.
En remplaçant avec une valeur admissible deδ, on trouve la
condition :

κ4
A,2(K +K ′)

σ2
max

≤
√
K ′ −

√
K√

K +
√
K

. (23)

On prendK ′ = 3K (que l’on a trouvé optimal pour la constante
C1). On obtient alors la condition :

κ4
A,2

σ2
max

≤ C1√
K

(24)

σmax ≥ ‖Au‖2

‖u‖2

carσmax est la norme d’opérateur deA. On
prend pouru une image constante, ce qui donne :σmax ≥
√

N/M2. Finalement la condition devient,

N > M2C−1
1 Kκ4

A,2 (25)

Dans [11, 6], il est montré que le conditionnementκA,2 tend
vers 1 pour un grand nombre d’images avec un mouvement
aléatoire. On peut de plus montrer que l’on ne peut pas avoir de
borne meilleure que linéaire en fonction du nombre d’outliers
en exhibant un cas particulier [9].

3.2 Etude d’une structure d’outlier particulière

Ici, on illustre les bénéfices de pouvoir choisir une struc-
ture d’outlier particulière. SoitT l’ensemble des supports qui
contaminent au plusNc images BR. De la même façon que
précédemment, on essaie de trouver une condition suffisante
pour la NCP avecT ∈ T . Cette structure, permet d’avoirK =
NcL

2 outliers tant qu’ils ne contaminent pas plus deNc images.
SoitS l’ensemble des indices des images BR contaminées (|S| =
Nc). On montre la proposition suivante :

Proposition 3.4. Une condition suffisante deT -pardon est

NcC2C3‖(AH
T cAT c)−1‖1 < 1 (26)

avecC2,C3 des constantes qui dépendent de la taille des images.

Démonstration.On commence par borner plus strictement la
norme d’opérateur.

‖ATu‖1
‖u‖1

≤
∑

i∈S
‖Ai‖1

≤
∑

i∈S
‖SQi‖1

≤ C2Nc

(27)

où C2 est une borne supérieure pour‖Ai‖1. C2 est la norme
L1 maximale qu’une colonne deAi peut atteindre. En utilisant
cette borne, on a :

‖ATu‖1
‖AT cu‖1

≤ ‖ATu‖1‖u‖1
‖u‖1‖AT cu‖1

≤ ‖u‖1C2Nc

‖AT cu‖1
.

(28)

On introduit la pseudo-inverseA†
T c = (AH

T cAT c)−1AH
T c (on

rappelle queAT c est de rang plein presque sûrement siN −
Nc > M2) :

supu
‖u‖1

‖AT cu‖1
= supv∈ImATc

‖A†
T cv‖1
‖v‖1

≤ ‖(AH
T cAT c)−1‖1supv∈ImATc

‖AH
T cv‖1
‖v‖1

≤ ‖(AH
T cAT c)−1‖1C3

(29)

oùC3 est le maximum de la normeL1 des colonnes deQH
i SH

(ou des ligne desAi). Pour des signaux 1D, la normeL1 des
sinc est grossièrement bornée par le logarithme de la taille de
son support.
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FIGURE 1 – Robustesse aux outliers (a) image HR utilisée pour
toutes les expériences (b)10% centile du PSNR (en dB) en
fonction du nombre d’images contaminéesK et du nombre
d’imagesN −M2

(a) (b) (c)

FIGURE 2 – interpolation SRL1 pourM = 2 andN = 7 avec
une image contaminée (a) image HR (b) image reconstruite (c)
images BR (outliers sur la dernière image)

Le terme‖(AH
T cAT c)−1‖1 ne peut pas être borné sans hypo-

thèse sur les mouvements. On sait qu’en moyenne(AH
T cAT c)−1 ∼

1
N
I [6] lorsque le supportT est fixé etN → ∞. De plus

on peut estimer numériquement les constantes. Asymptotique-
ment, la contrainte devientNc < C4N (pourR = 200, on
a C4 = 60). Ce qui est bien mieux que le résultat précédent
(l’équation (19) ) ou la constante aurait valu97000 pourR =
200. La constanteC4 reste grande pour des cas pratiques, mais
on sait qu’elle ne peut être inférieure à2 [9]. On a utilisé un
algorithme de moindres carrés itératif pondéré pour minimi-
ser la normeL1 [10, 9]. La Figure 1 montre une évaluation
expérimentale du nombre d’images nécessaires pour une re-
construction parfaite lorsqueK images sont contaminées. Pour
chaqueK,N , on calcule le PSNR (peak signal-to-noise ratio,
le rapport signal sur bruit en decibels normalisé par l’ampli-
tude maximale de la référence) pour le résultat de 30 expé-
riences avec différents mouvements. On montre le10-ème cen-
tile (90% des reconstructions ont un meilleur PSNR). Dans la
Figure 2, on insère une image LR composée de la valeur ab-
solue d’un bruit gaussien de variance125 (les pixels ont des
valeurs dans[0, 255]). Dans ce cas, 6 images non bruitées de
plus donnent une reconstruction parfaite de l’image de haute
résolution.

4 Conclusion

On a étudié les capacités de rejet d’outliers de la super ré-
solutionL1 de manière théorique. On a montré que si le ratio

images non bruitées / images bruitées est suffisamment grand,
on peut garantir la reconstruction parfaite. On a donné des bornes
théoriques pour assurer cette reconstruction parfaite. Enpra-
tique, moins d’images semblent nécessaires pour l’obtenir.
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