Propriétés statistiqgues du bruit o-stable apres transformation de
Fourier a court terme
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Résumé -Les propriétés statistiques du bruit blanstable symétrique a valeurs réelles sont déterminées trpresformée de Fourier a court
terme (TFCT) discrete. La symétrie, stationnarité et laedéance entre les composantes réelles et imaginairestsdiges en fonction des
parametres de TFCT et de I'indice de stabitité

Abstract — Statistical properties of white and real-valued symmetrigtable noise after short-time Fourier transformationfE)Tare derived.
Symmetry, stationarity and dependence between the reah@ginary components are studied as a function of the STFanpeters and the
stability indexa.

1 Introduction La loi de X est notéeS(a, o) olia est l'indice de stabilité et
Les lois a-stables symétriques ¢S) sont communément le paramétre d’échelle.

employees pour modeliser des perturbations impulsives-d'o proprigté 2 ([1]) Toute variable aléatoireX a-stable symé-
gines diverses (bruit acoustique sous-marin des crevetes trique peut se décomposer comme- A/2G, oliG et A sont
queuses, phénomenes électromagnetiques, bruit audies van,,iellement indépendantes, aee (0, 202) et A une va-
tions boursieres etc.). La justification théorique du medel jap|e algatoiren-stable dissymétrique, dont la fonction carac-

SaSresulte géneéralement de sa nature leptokurtique et repoggistique est donnée dans [1f; est aussi dite sous-gaussienne
aussi sur le théoreme central limite généralisé qui etetiél® ot 5 ,nordonnée &.

réme central limite aux variables aléatoires de varianieién
Pour de nombreuses applications de traitement du sign < Lz -

la TFCT discrete est utilisée comme outils d’analyse tempgjg Proprletes StatISthueS

fréquence ou comme transformée parcimonieuse et la cennais NB : Les démonstrations des propriétés énoncées dans cette

sance des lois de probabilité de ses coefficients est paefois sectioﬁ e trouvent en annexe

quise pour développer des méthodes d’estimation ou de—déteé‘ 1 TECT '

tion performantes. :
Apres quelques rappels sur les propriétés des variables alé - Soit { X (m)},,c Un processus aléatoire discretSconsti-

toires $:S, nous déterminons dans un premier temps la fonqué de variablesi.i.d vérifiatk (m) ~ S(a, o). Pour une fenétre

tion caractéristique du bruit blane-stable symétrique a va- g'analysew(m) de longueun, la TECT deX (m) est définie
leurs réelles aprés TFCT et étudions ensuite les propriltés comme

symeétrie et de stationnarité ainsi que la structure de dégpeare

- . . . < D¢ é X7' Xi T
entre les composantes réelles et imaginaires aprés TFCT. nk = [ n,ks nk} '
2 Bruit SaS A PDEM-

k= Z X (m)w(m — nD) cos(wrm),
Propriété 1 La fonction caractéristique d’'une variable aléa- m=nD
toire X o-stable symétrique peut s’exprimer comme N D4+ M—1

'3 a _ _ .

Oy (1) = exp (—oful®) , —00 < u < +00 1) nk = ZD X (m)w(m — nD) sin(wrm),
m=n

avec 0 < a < 2, eto > 0. ou K > 0 est le nombre de points de la transformée de Fourier

. . discréte (TFD),D > 0 est le pas de glissement entre deux fe-
1. Nous excluons volontairement le eas= 2, qui représente le cas gaus- N } A T
sien déja traité dans la littérature. nétres successives,gt = 2rk/K,0< k< K —1. Les indices



n etk font respectivement référence au temps et a la fréquence.Dans de nombreuses applications, les algorithmes de détec-
Par soucis de lisibilité, les bornes de la sommation sorfbfgar tion/estimation reposent sur les hypothéses de statité@redr

omises. Par défaut, elles sont égalesdetnD + M — 1.

3.2 Fonction caractéristique conjointe

Proposition 1 La fonction caractéristique conjointe d€,, ;
peut s’exprimer comme
(I)Xn,k(u) = exp (f ( uTuU)

(e

<sup), ()

1>

ol s, k(u) = X, lw(m — nD)sin(wym — 6(w))|* , u
[U(), Ul]T et

0(u) = —%sgn(u% — u}) arccos <_Z§{051> - g 3)

3.3 Stationnarité, symétrie et circularité

de circularité des données d'entrée. La circularité estrais

ssis;, (u) = spk(u), Vz € R. Dans le cas général, ceci n’est
pas vérifié etX,, , n'est donc pas circulaire. Cependant en
choisissant bien les paramétres de TFCT, on peut obtenir une
symétrie de rotation de la loi d&,, ,, menant dans certains
cas, a une circularité approchée et par conséquent a une
stationnarité elle aussi approchée. Cette circularitéagbge
peut étre pertinente pour faciliter le traitement du vectey ;,

car, dans ce cas, celui-ci peut étre considéré comme urnwecte
aléatoire sous-gaussien dont le vecteur gaussien soerstjac
des composantes i.i.d [1].

Cas de la fenétre rectangulaire

Corollaire 4 Pour une une fenétre d’analyse rectangulaire de
longueurM = ¢ x P., avect € NT et P, = ppem(2k, K)/(2k),

Du fait de la nature i.i.d. dex (m) et des périodicités asso- Xn x Présente une symétrie de rotation d'ordre, telle que

ciées aux fonctions trigonométriques de la TFCT, on pett s’a
tendre a ce quex,, , vérifie certaines relations particuliéres

concernant les propriétés de stationnarité, symétrieretlar
rité.

Xn,kgXZ,k,VZEO(IHOdTF/Pz). (8)

Cette symétrie de rotation est visible sur la figure 1-(a)au |
fonction caractéristique ainsi que la mesure spectralerssn
présentées pour = 0.5, M = K = 8, et pour l'indice fréquen-

Corollaire 1 X, ;. est un vecteur aléatoire stable symétrique. iig| 1. — 1 tel quep. — 4.

Ce résultat se vérifie simplement en notant gueb € R,

y 2 aXy ;. + bX, ;. est une variable aléatoirexS de para-
métre d'échelle

1/«
oy =0 (Z |w(m — nD) (acos(wm) — bsin(wgm)) |a> :

D’aprés[1], ce résultat implique qu'il existe une uniquesme
symétriqud” définie sur le cercle unité, telle que

bx, 0 =exo (- [ WeT@0). @)

X, . €tantissu d’'une transformation linéaire de variables-al
toires &S indépendantes, cette mesure specirast concen-
trée sur un nombre fini de points sur le cercle

Corollaire 2 X, ;, est cyclo-stationnaire selontel que

(I)Xn,k (u) = (I)Xn-ﬁ-P,k (u)’ (5)
ou
ppem(2kD,K) H
P—{ ——ip S!k>0 (6)
1, Slk=0.

La circularité est strictement obtenue patr = +o0o. Ce-
pendant, en pratique, la circularité peut étre une hypethés
raisonnable lorsqué’, est grand, menant a une distribution
presque isotrope. Par définitioR, est borné par < P, < K.

P, est maximal et égal & lorsque2k et K sont premiers entre
eux carp; = Rl - e

Par conséquent, on peut montrer que pour une fenétre rectan-
gulaire sans zero-padding, on obtiéht= K,V 0 < k< K —1
ssi la longueurk’ de la TFD est un nombre premier. Choisir
cet ensemble de paramétres, ave@remier, impliqgue aussi
gue lesX,, ;, sont i.i.d. selon I'axe des fréquencé®e plus,

,asi K est choisi suffisamment grand, la fonction caractéristique

devient presque isotrope et I'approximation de circudarit
(donc de stationnarité) devient raisonnable. Ceci esstiiu
a la figure 1-(b), ou la fonction caractéristique &g, ;, est
tracée pour = 0.5 et M = K = 127.

Cas des autres fenétres

Jusqu’ici nous avons montré que la symétrie de rotation peut
étre obtenue pour les fenétres rectangulaire grace a ladpeéri
cité des;, ;. (u). Cette périodicité n’est pas strictement vérifiee
pour les fenétre classiques telles Hanning, Gauss, Blatkma

Corollaire 3 Une condition suffisante pour la stationnarité gic. Cependant, comme montré dans le tableau 1, pour la plu-

stricte est la circularité. En d’autres termes, soit;, , défini

comme )
COS 2z — sz
|: :| Xn,k~

()

z A
sin z cos z

n,k —
Par définition, X, ;, est circulaire ssiX,, 4 4 XZ .. V2

€
R. Nous montrons que sX,, , est circulaire alorsX,, 4

Xn+€,k! Ve¢eN.

part des fenétres;, , (u) est presque-périodique et verifie [2]
z+m/ Py

() — s, (Wl < e, 9)

ol e << |57, ;(u)]l. Cette “presque-périodicité” implique
que ®x , (u) présente une “presque” symétrie de rotation

2. Cette derniére implication résulte du fait que lorsdte= M = P,,
Sn,k(w) = sy 1 (w), quels que soierkt etk’ appartenant &1,--- , K — 1}
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FIGURE 1 — lllustration de la symeétrie de rotation et de la presquautarité dex,, ;,, (o = 0.5, 0 = 1, k = 1). (a) et (b), fenétre
rectangulaire, aveR = 8 et K = 127, respectivement. (c) Fenétre de Gauss, &ve€s.
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d'ordre P;. Cette “presque” symétrie est visible sur la figurede dépendance entre], . et le’k et les métriques de dépen-
1-(c). dance s’expriment généralement en fonction de cette dernié
On peut citer la covariation, par exemple, qui est définiesdan

. L . . ., hotre cas pour < a < 2 cOmme
3.4 Fonctions caractéristiques marginales et dé-

o i
pendance Xix Xnada 2 [ erefe= T (ae),

Corollaire 5 X et X K, sont des variables aléatoires g( z<r> — sgn(z)|z|?, et s’obtient en utilisant la relation sui-

S S vérifiantxy, . ~ S(a,or) et Xt k ~ S(a,0;), respecti-  vante [1] 1 98
Y

vement, avec X! X ke = = —0.b—1- 12
e [ n,k» n,k]a o da |a70,b71 ( )
- Z lw(m — nD) cos(wym)|® (10) Apr_és_ calcul et pour une fgnétm{) a valeurs positives, la co-
variation normalisée s’écrit
Vo (X, 1> X il
o; = <Z |w(m — nD) sin(wgm)| ) . (1) X7 X7 o a3)

Yo w*(m — nD) cos(wpm) (sin(wym)) <"1~

X, ), et X}, sont identiquement distribuées lorsque leurs =
facteurs d’échelles sont égaux. En utilisant les résuttatia 2m
section précédente, on peut montrer que I'egalité strettele  On notera que l'indépendance entg , ethhk implique une
tenue entrer,- et oy, lorsqueX,, ; présente une symétrie de covariation nulle mais que la réciproque n’est pas vraie.
rotation d’ordreP,, avecP; paire. Notons que la “presque”sy- |l existe d’autres mesures de dépendance plus générales,
métrie, aved’, paire, implique une “presque” égalité entre  comme celle proposée dans [3], qui repose sur une mesure de
eto;. C'est aussi le cas lorsque est grand et premier. Pour distance entre la fonction caractéristique conjointe ptdeluit
de nombreux ensembles de parametres de TFCT, la différendes fonctions caractéristiques marginales. Ce type daquétr
entres, eto; peut étre supposée négligeable pour des applicgrésente I'avantage d’étre nulle uniquement lorsqu’il p@é-
tions pratiques. pendance.

Bien que Xy , et Xflyk peuvent étre identiquement distri-  La figure 2 montre la métrique décrite dans [3] en fonction
bués, ils ne sont pas indépendants dans le cas général. Un dad'indice de stabilité. et pour différents paramétres de TFCT
d’'indépendance est obtenu poue K/4, Va. Dans ce cas, la (cette métrique prend des valeurs comprises entre O, indépe
matrice de corrélatio®,, ,, a un seul terme non nul a chaque dance, et 1, dépendance totale). On notera qu'a I'excegtion
n, de sorte que la fonction caractéristique conjointe seiréducas gaussien, il n’est pas possible d'avoir un vecseyy, qui
au produit des fonctions caractéristiques marginales. a m soit (presque) circulaire et a composantes indépendahtas (
sure spectral€ porte I'information essentielle sur la structure reme de Maxwell-Hershell [4, pp. 201]).

|w(m — nD) cos(wpm)|®



TABLE 1 — Indice de “presque-périodicité” [s? ,(u) — S [ S S S R -7
’ Hanning
527! )lloo /155, (0]}, POURa = 0.5, k = 1,n. = 0. o
| | Rec.| Hann. | Gauss. [ Black. ] o

K=M=17 0 [311072 191077 291077

K=M=31 | 0 | 1.3107° | 81107% | 1.2107? o3 . i

K=M=61 0 |52107% 311072 | 451073 A K =17

K=M=127 | 0 |2.1107% | 1.1107® | 1.610°* o TR , ]

K =127
0.1+
4 Conclusion 0T 37 13 14 s 1 17 18 18 2
Dans le cas général, les coefficients de TFCT de bruit i.i. ?'QGUFEMZ__[xemque d'indépendance [3] en fonction de

a-stable symétrique a valeurs réelles sont cyclo-statioesna

non circulaires et ont des Composantes réels et|mag|nm|res ou (a) est le S|mp|e deve|0ppement dé_‘Rm LU et (b)

i.i.d. Cependant, pour des parametres de TFCT spécifiqaes, bepose sur les identités trigonométriques swvantes
sés sur la fenétre rectangulaire et/ou sur des tailles ddréen v, , » ¢ R, asinz + beosz = VaZ+ b2 sin(z + ¢), O

avec un nombre de points premier, il est possible d’'obtezsrd . ; ) 9 .
coefficients “presque” (au sens de Bohr) circulaires etestat ¢ = S&0(b) arceos | == | €11 +sin(22) = 2sin”(x + 7).
naires.

Preuve Cor. 2
Par un changement de variable,, ;,(u) peut s'écrire

A Démonstrations des propositions sn(w) = 020 [w(m)|*|sin(wg(m + nD) — 0(w))|*. De
plus, comme sin(-)| estw-périodique et en notant que est
Preuve Prop. 1 le plus petit entier tel que, DP = 0 (mod w), NOUS pouvons

SOi'[XmJC 2 X (m). [cos(wgm), —sin(w,m)]” . Lindépendance conclure qU@Xn,k(u) =®X, . pk (u).
desX (m) implique
Preuve Cor. 3

bx  (u) 2 E{exp (iuTXn k)} La fonction caractéristique deX; , s'exprime comme
s B _ B - [eY 5 .

= H(I)i . (w(m —nD)u) . (14) (I)Xn,k(u) exp( ( “ ua) * S"’k(u))' od

" spr(w) = S0 Zg w(m)sin(w(m + nD) + z — 6(u))|*.

D'aprés la propriété 2X(m) est sous-gaussien et peut s'ex-Par consequentx, ,, (u) = ex=  (u), pourz = w;DL. Si
primer commex (m) = AY/?(m)G(m). Par consequenxm;C X x €stcirculaire, alor®x k( ) =®xz (u),Vz € R, ce
vérifie X, , = A'/?(m)G,, 1, OUG,, . €st vecteur gaussien qui conclue la preuve. mk
dégénéré a moyenne nulle de matrice de covariance
9 1. Preuve Cor. 4
R, i —202[ o (wem) =5 sin(2wpm) } (15) Pour une fenétre  rectangulaire, s, (u) =
~g sin(Zwpm) st (wym) ZM Ysin(wi(m + nD) — 6(w)|®. En notant

IOL/Q ) )
En utilisant la propriété de sous-gaussianité [1], la famta-  que |sin(wx(m + nD) — 6(u))[* est une fonction pe-
ractéristique dex ,,, ,, S'exprime alors comme riodigue de m, de période P, = ppem(2k, K)/(2k),
/2 si M est choisi comme un multiple de., on obtient
1 o — §? =
@ich(u) = exp (_ ‘EUTRm,k’UI ) . (16) spk(u) = s;, p(u), V2 =0(modn/Pz).
A partir (14) et (16), nous obtenons Références
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= (wpm — 0(w))

—2ugu; sin(2wim))

20°u” wsin



