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Résumé — L équivalence entre les points fixes du Belief Propagation (BP) et les points stationnaires de 1’énergie libre variationnelle de Bethe
est une propriété largement démontrée dans la littérature. Cependant, les équations de message-passing du BP ne sont pas strictement orientées
vers la minimisation de cette énergie. Ainsi, le décodage des codes LDPC par le BP présente des problemes de convergence et de performance
tels qu’il est difficile de s’approcher au plus preés du Maximum Likelihood Decoding (MLD), le décodeur optimal. L’algorithme ConCave-
Convex Procedure (CCCP), basé sur une résolution par optimisation lagrangienne stricte, permet de résoudre cette difficulté. Tres peu connu
dans le domaine des codes correcteurs d’erreurs, le CCCP n’a quasiment jamais été utilisé en tant qu’algorithme de décodage. Dans cet article,
nous donnons les équations de message-passing pour des codes LDPC de degrés quelconques, et nous présentons les performances en termes
de convergence et de taux d’erreur binaire. Le CCCP a un temps de calcul supérieur a celui du BP étant donné que 1’algorithme repose sur
I’utilisation de deux boucles imbriquées. Cependant, la précision du CCCP en termes de taux d’erreur binaire est significativement plus bas que
celui du BP, ce qui en fait un décodeur plus puissant.

Abstract — Equivalence between Belief Propagation (BP) fixed points and Bethe stationnary points has been widely proved in litterature.
However, update equations of the BP algorithm are not strictly computed according to the minimization of this energy. Therefore, decoding
Low-Density Parity-Check (LDPC) codes exhibits such lacks of convergence and performance that it appears difficult to reach the optimal
Maximum Likelihood Decoding. ConCave-Convex Procedure (CCCP) is an algorithm based on a strict minimization according to the Lagrange
theory that allows us to solve this problem. CCCP is a little known decoding method then it has almost never been used as a decoder. In this
paper we provide update equations of CCCP for any LDPC code, and we present associated performance in terms of convergence and binary
error rate. CCCP is made of two nested loops therefore the corresponding computation time for a decoding process is larger than BP computation
time. However, the binary error rate of CCCP outperforms the binary error rate of BP, making it an efficient decoder.

1 Illtl'OdllCtiOIl LDPC, ces états correspondent a I’estimé du mot de code en-
voyés a travres le canal de transmission.

Il a été montré que les points fixes du BP sont équivalents
aux états stationnaires de I’Energie Libre Variationnelle de Bethe
(ELVB) [3]. Cette équivalence n’est vrai qu’a 1’équilibre, en
effet les équations de mises a jour des messages pour le BP ne
correspondent pas strictement a une minimisation lagrangienne
sous contraintes de ’ELVB. De plus I’'ELVB n’est pas une
fonctionnelle convexe des beliefs. Cette propriété est intime-
ment liée au fait que les graphes factoriels ne sont que tres rare-
ment des arbres, i.e. ils présentent de nombreux cycles et com-
binaisons de cycles. Le BP ayant été inventé pour 1’inférence
bayésienne sur des arbres, la méthode n’est alors plus exacte,
elle est sous-optimale au sens du maximum de vraisemblance.
Le caractere cyclique implique certains comportements du BP
bien différents de la convergence vers des points fixes tels que
des oscillations voire du chaos [8].

Des études ont été menées [9] pour extraire des conditions
de convexité de ’ELVB et pour la < convexifier >. Cependant
les conditions pour appliquer cette méthode sont tres restric-
tives. Une méthode alternative consiste a minimiser I’ELVB par
I’algorithme ConCave-Convex Procedure (CCCP) [10]. Cette

Les codes Low-Density Parity-Check (LDPC) [1] permettent
d’approcher asymptotiquement la borne de Shannon et offrent,
par leur faible densité, des possibilité de décodage de faible
complexité. Le Belief Propagation (BP) est 1’algorithme ser-
vant de référence pour les décoder. Introduit originellement
en tant que solution au probleme d’inférence sur les arbres
et réseaux bayésiens [2], il a été étendu a I’inférences statis-
tique sur la plupart des graphes tels que les champs de Markov
aléatoires et les graphes factoriels [3]. Le BP est donc appli-
cable a tout probleme d’inférence modélisable graphiquement,
il est utilisé pour les réseaux de neuronnes [4], le traitement
d’images et vidéos [5], les verres de spins [6], le décodage [7].

Le BP est un algorithme itératif de message-passing, son
fonctionnement consiste a utiliser les arétes du graphe comme
support pour la propagation de messages entre les noeuds du
graphe. Un message est une approximation de la distribution
de probabilité du destinataire conditionnelement a I’expéditeur.
L’agorithme retourne au final les approximations des margi-
nales de chaque noeud du graphe, appelées beliefs, dont on peut
extraire les états les plus probables. Dans le cadre des codes



méthode, également appelée double-loop, assure une minimi-  est équivalent 2 minimiser 1’Energie Libre Variationnelle de

sation sous contrainte itérative, par conséquent elle s’avere plus ~ Bethe F a ’aide de distributions tests {b; };, {ba } 4, appelées

précise que le BP. Initialement créée sur des graphes type pairwse  beliefs, sur les marginales {p; }, {pa }a :

(d. = 2), il n’apparait aucune raison de ne pas étendre cet al-

gorithme a tout graphe factoriel de degrés quelconques. {pi}is{Pata} =arg min  Fg({bi}i, {ba}ta) 3)
Dans cet article nous donnons les équations de mises a jour {bi}ir{bata

du CCCP pour des graphes factoriels de degrés quelconques,

et nous présentons des résultats de performances sur des codes 3 Concave-Convex Procedure
LDPC en termes de taux d’erreur binaire et de convergence.

3.1 Energie libre

2 COdeS LDPC Nous notons Fg I'ELVB, elle se calcule comme la différence
L. entre 1’énergie moyenne et I’entropie. Nous notons { X1, ..., Xy}

2.1 Definition I’ensemble des N variables aléatoires qui composent le graphe

Un code LDPC binaire transforme tout vecteur binaire u de  {actoriel, et {ca, ..., car} I'ensemble des M facteurs qui lient

ces variables entre elles. Les beliefs sur les variables et les po-

taille k£ en un mot de code x de taille N. Pour k fixé, nous . . ;
tentiels sont respectivement notés :

pouvons donc compter 2¥ mots de code, dont ’ensemble est

noté C. Chaque bit z;, 1 < i < N, est corrélé a ces semblables (@) = bi(Xi = 2) e, (4)

par M équations de parité, représentées par une matrice dite b e _ bl Xl B Pl

matrice de parité H. {ba(xa) = ba(Xa =Xa)}tax, o)
ou X, est I’ensemble des variables aléatoires qui sont reliées

Exemple : code de Hamming (N =7,k = 4) au potentiel c¢,. L'ELVB est [3] :

A tout vecteur u de taille £k = 4 est associé un mot de code x FB({bi(l‘z‘)}i 212 {ba(Xa) Yax,)

de taille N = 7 tel que : "
ba a
1110100 =33 ba(xa) log (%)

H=|1 1010 10|, Hx=0 a—1 X, Ya(Xa)

101 1001

N
z;
Toute ligne H,, d’une matrice de parité H est représentée par - Z(l — i) Z bi(z;)log ((xz))
un facteur c,. L’ état de ce facteur reflete la validité des bits X, =1 i
dans I’état X, i.e. les arguments de I’équation H, : oll n; est le nombre de potentiels liés 2 X, les quantités
{¢i(x;)}i,4, sontles vraisemblances issues d’observations comme
la sortie du canal de transmission pour les codes LDPC, et
{Ya(xa) = ca(Xa) [x,ex, i(Ti)}ax,- La minimisation de
I’ELVB est soumise a des contraintes sur les beliefs :
— (C1) normalisation : Va € {1,..., M},

(6)

b;
bi

{ 1 sil’équation de parité est satisfaite
ca(Xq) = .
0 sinon

2.2 Lien avec la physique statistique

A tout vecteur binaire x de taille NV est associée une proba-
bilité d’occurence : Z ba(Xs) —1=10 7
Xa

p(x) x Hca(xa) €)) S
" - (C2) marginalisation : Va € {1,..., M },VX; € X,, Va;,

> ba(xa) = bi(z;) =0 ®)

2k sixeC XoUx;

p(x) = .

0  sinon
Ainsi le lagrangien de 'ELVB est Lg = Fjg + Cg ou :

de telle sorte que :

Cette formulation permet de définir un code LDPC comme un
graphe factoriel [3]. Les théorémes de la physique statistique  Cg({b; ()} .2, {ba(Xa) }ax. )
[6] indiquent alors que la distribution de probabilité d’un code

M
LDPC est également celle d’un champs de Boltzmann : — Z Ya (Z b (Xq) — 1)
_B(x a=1 Xa ©))
p(x) x e FX) ) u
ol E(x) est appelé fonction d’énergie du systéme dans I’état x. + Z Z Z Aai(T3) ( Z bo(Xq) — bl(xl)>
Il est alors prouvé [9] que rechercher 1I’état fondamental a=1X,€X, x; Xa U

X = arg mxin E(x) avec {Ya tas {\ai(Zi) }a.iz, les multiplicateurs de Lagrange.



3.2 Défaut du Belief Propagation

Les codes LDPC sont tres souvent décodés a 1’aide de 1’algo-
rithme du Belief Propagation (BP) [2]. Il a été souvent montré
[3] que les points fixes de cet algorithme sont équivalents aux
états stationnaires de ’ELVB. Cependant, la recherche de ces
états stationnaires pose probléeme au sens ou I'ELVB est rare-

ment une fonctionnelle convexe des beliefs [9]. Plus précisément,

la présence de cycles et de combinaisons de cycles dans les
codes LDPC affectent le paysage énergétique de 1’algorithme
[8] entrainant une minimisation difficile.

Ainsi dans [10] est proposée une approche plus rigoureuse
reposant sur le probleme de convexité de I3, la méthode CCCP.

3.3 Algorithme

Il est possible d’écrire le lagrangien de 'ELVB comme la
somme d’une fonction convexe F),., et d’une fonction concave
F.... De plus, les contraintes étant linéaires, elles s’ incorporent

naturellement a I’une ou I’autre fonctionnelle. On obtient :
£,6’ :Fvew+Fcav (10)

avec |

vez({b(%)}z zis10a(Xa) tax,)

N ()11
_ Z Z ba(X4) (:(Xz)) + Z Z bi(x;) log ZZExZ))(+ )CB

a=1 Xq =1 z;

et:

Fcav({bi(xi)}i Ti» {b (Xa)}a Xa)

12
-3 Y s "
Les propriétés de convexité et concavité sont démontrables par
les propriétés inhérentes a la divergence de Kullback-Liebler

[10] utilisée pour formuler 'ELVB. Le CCCP consiste a calcu-
ler itérativement les beliefs tels que VLg = 0, i.e. tels que :

VF1161({b§k+1) ('rl)}l,CEL 5 {b((zk_‘—l) (XU«)}U«,XQ)
- _cha'u({bl(‘k) (xz)}z,iu {bgk) (Xa)}a,xa)

En posant pour tout couple (cq, X;), pour tout z;, Ag;(z;) =
e—*ei(#i) et pour tout potentiel ¢,, I'; = e, on obtient les
équations suivantes sur les beliefs, dites variables primales :

13)

Va S {1, .7M}7vxa’
A . .
b((lkJrl)(Xa) _ wa(xa)w (14)
vie{l,...,M},Va,,
b(k)(l‘) i em—l
piF Y i) = QilZ; L 15
i (‘T ) (b (.’17 ) ¢1(Iz) HXQBXi, Aai(lﬂi) ( )

En utilisant (C1) et (C2) on obtient les équations itérative pour
les multiplicateurs de Lagrange, dites variables duales :

Vae{l,...,M},
P = ! Z% x) [ AZ @) e
X, eXq,
Ya € {1,...,M},VXZ‘ S Xa,Vaci,
(A (@)
e i) (2423)" Tl (17)

[T, x5, A7 (20) Xy i, Y0 (%) Ty ex v, AL (25)

Ainsi on obtient un algorithme a deux boucles, une boucle
interne pour calculer les variables duales {I'y }4, {Agi}q,: afin
d’obtenir dans la boucle externe des variables primales {b; };
qui respectent les contraintes. L’utilisation des codes LDPC
permet d’insérer dans la boucle externe un critere d’arrét
supplémentaire. Les vecteurs issus d’un encodeur LDPC, les
mots de code, représentent un ensemble fini C. Ainsi, vérifier
si le mot le plus probable issu des beliefs appartient a cet en-
semble définit un critere pour sortir de la boucle externe.

Algorithme 1 : CCCP pour code LDPC

input : Vraisemblances pour un code LDPC de taille N
output : N beliefs + estimé X = [£1 ... Zn]

boucle externe;

for £ + 1to K do

initialisation des multiplicateurs {FEP Yas {Ag) Yanis

boucle interne;

for 7 < 1to T do

foreach facteur c, do
T\ « équation (16);

foreach facteur c,, variable X; € X, do
A(T) <— équation (17)

if {A }a i == {A }(“ then

| convergence i.e. ﬁn de la boucle interne;

foreach variable X; do
bgk) < équation (15);
&; = argmax,, bgk)(xi);
if {51, == (p*7V}, then
| convergence i.e. fin de la boucle externe;

else if x € C then
| fin de la boucle externe;

3.4 Résultats

Nous comparons les performances du CCCP avec le BP dans
le cas des codes LDPC. Les potentiels sont alors les équations
de parité, i.e. un potentiel c, vaut 1 si I’équation de parité cor-
respondante est vérifée, O sinon. Nous considérons le code de
Tanner de taille N = 155, ou chaque variable possede trois
facteurs voisins, et chaque facteur possede cinq variables voi-
sines. Le canal utilisé est a bruit blanc gaussien additif dont le
rapport signal a bruit est noté RSB.
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La figure Fig.1(a) montre que le décodage par CCCP est signi-
ficativement plus efficace que par le BP a partir de 2.0dB envi-
ron. Pour un RSB de 3.5dB en effet le taux d’erreur binaire du
CCCP est dix fois moindre que celui du BP. On émet alors I’hy-
pothese, a confirmer dans de futurs travaux, que le décodage
par CCCP permet d’amoindrir les dégradations du taux d’er-
reur binaire telles que 1’error floor [11] pour de forts RSB.

de résonnance du BP que

k
nous observons aux alen-

Nombre d’itérations internes du

de conditions sur la dyna-
mique de décodage [8] que
nous n’étudions pas dans
cet article. Néanmoins, nous
constatons que le CCCP présente aussi cette particularité. Une
étude sur le comportement dynamique du CCCP analogue a
[8] s’avere ainsi nécessaire pour mieux comprendre cet algo-
rithme, ce qui fera I’objet de futurs travaux.

Nous remarquons que chaque itération k de la boucle externe
du CCCP demande un nombre d’itérations non négligeables de
la boucle interne, Fig.1(c). A titre d’exemple, entre 2.0dB et
3.0dB, pour k < 40, la valeur de 7 peut atteindre 50. Pour de
tels parametres, le BP ne demande pas plus de 20 itérations,
ce qui est bien plus faible. Il apparait également un nouveau
phénomene de résonnance, dépendant du RSB et de k, qui n’est
pas exploité dans la littérature. Une étude sur le comportement
dynamique dans cette boucle interne pourrait donner une ex-
plication de cette particularité, ce qui constituera de prochaines
études. On peut cependant observer pour un RSB> 3.2dB que
la valeur de 7 atteint des valeurs suffisamment faibles pour
rendre le CCCP compétitif face au BP. Dans [12] a été proposée
une approche calculatoire de la complexité du CCCP en fonc-
tion des parametres du code tels que sa taille et ses degrés. Ce-
pendant nos résultats montrent une grande corrélation entre la
complexité et les parametres d’entrées de 1’algorithme donc il

FIGURE 1 — Décodage par BP
et CCCP

tours de 1.0dB est dépendant

conviendrait d’effectuer une étude plus large sur la complexité.

4 Conclusion

Les résultats que nous avons obtenus sur le CCCP nous per-
mettent d’affirmer que cet algorithme de décodage est efficace
et de complexité raisonnable a forts RSB pouvant surpasser le
BP. Le point principal a approfondir reste la complexité dont la
valeur apparait fortement corrélée a la fois aux parametres du
code mais aussi aux RSB, ce qui fera 1’objet de futurs publica-
tions.
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