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Résumé – Le travail présenté ici considère le problème d’extraction automatique de descripteurs pour la classification linéaire de signaux.
Ce problème est formalisé, dans le cadre SVM, de manière variationnelle comme l’apprentissage régularisé d’un banc de filtres et résolu par
programmation semi-définie positive. Des expériences sur données simulées et réelles montrent l’intérêt de cette stratégie par rapport à une
représentation figée en terme de classification et par rapport à une résolution par descente de gradient en terme de temps de calculs.

Abstract – This paper addresses the problem of automatic feature extraction for signal linear classification. It is formally written, in the
SVM framework, as a variational problem of learning a filter bank with a regularization, and solved through positive semidefinite optimization.
Experimental results on synthetic and real data bring out the advantages of this strategy regarding both the classification accuracy (compared to
a fixed time-frequency transform) and the training time (compared to a gradient descent).

1 Introduction

Depuis les années 1990, la nécessité de trouver des descripteurs
discriminants (i.e. efficients pour une tâche de reconnaissance
de formes) a ouvert la collaboration entre les communautés de
Traitement du Signal et d’Apprentissage Automatique. Il existe
actuellement une grande variété de descripteurs discriminants,
dépendants du domaine d’application : perceptions physiques
(sonie, timbre), moments statistiques (matrice de covariance),
caractérisation spectrale (transformée de Fourier) et représenta-
tions temps-fréquence (décomposition en ondelettes). Cepen-
dant, ces descripteurs sont souvent choisis arbitrairement et
sans lien apparent avec le classifieur, pénalisant ainsi poten-
tiellement les performances globales de reconnaissance.

En reconnaissance automatique de signaux, les représenta-
tions temps-fréquence ont été sujettes à un vif intérêt. En effet,
elles semblent particulièrement adaptées à la classification de
signaux non-nécessairement stationnaires, du fait de leur ca-
pacité à extraire des informations de localisation temporelle et
fréquentielle. De telles représentations ont ainsi été apprises
avec un critère de discrimination, souvent lié aux méthodes à
vastes marges (machines à vecteurs de support – ou SVM –,
alignement de noyaux, etc.). On peut grossièrement dessiner
trois grandes familles de méthodes : l’apprentissage de formes
d’ondelettes spécifiques [1–3] (décomposition atomique de type
analyse), et plus récemment, de dictionnaires [4–6] (décompo-
sition atomique de type synthèse) et de transformations de la
classe de Cohen [7, 8] (distribution d’énergie).

Les nombreux travaux portés sur les décompositions atom-
iques montrent l’intérêt de celles-ci pour la problématique dont
il est question ici, et expliquent le choix des bancs de filtres
comme modèle de représentation. Ces derniers ont été inten-
sivement étudiés dans le domaine de la compression et du
débruitage [9] et gagnent aujourd’hui à l’être dans celui de la
reconnaissance automatique, comme le montre [10].

Dans ce travail, nous formalisons d’abord le problème sous
la forme de l’apprentissage conjoint d’un banc de filtres et d’un
classifieur linéaire (SVM) et appliquons ensuite une méthode
d’optimisation originale par rapport à celles utilisées dans les
travaux précédemment cités (méthodes pseudo-exhaustives [1],
génétiques [2], gloutonnes [4, 7]). Remarquons que les prob-
lèmes variationnels (quelques soient les travaux) étant non-
convexes, les stratégies de résolution ont une importance no-
table. Nous confronterons finalement notre algorithme à une
décomposition classique et à une technique d’optimisation
usuelle par descente de gradient.

2 Formulation du problème

On modélise la représentation temps-fréquence φ par un banc
de M filtres à réponses impulsionnelles finies {hk}1≤k≤M et
de facteurs de décimation {Nk}1≤k≤M . Tout signal x de Rn

est donc représenté dans le plan temps-fréquence par φ(x) def
={

((hk ? x)[Nkl + 1])0≤l<qk

}
1≤k≤M

, où pour tout k de NM



(entiers compris entre 1 et M ), qk
def
=
⌊
n
Nk

⌋
. On désire classer

linéairement ce signal dans le plan temps-fréquence, i.e. trou-
ver β (assimilé à un vecteur) dans

∏M
k=1 Rqk et b dans R tels

que le test 〈β|φ(x)〉 + b ≶ 0 indique la classe de x. Pour ce
faire, on considère un ensemble d’apprentissage
{(xi, yi)}1≤i≤T constitué de signaux xi étiquetés par yi (pris
dans {−1, 1}) et on se place dans le cadre d’une machine à
vecteurs de support (SVM). On cherche ainsi à minimiser le
risque structurel non pas uniquement par rapport au classifieur
(problème SVM classique)

minimiser
β,b,ξ

1
2‖β‖

2
2 + C

∑T
i=1 ξi

sc

{
∀i ∈ NT , yi(〈β|φ(xi)〉+ b) ≥ 1− ξi
ξ < 0,

(1)

mais aussi par rapport à la représentation temps-fréquence φ,
aboutissant ainsi au problème suivant :

minimiser
φ,β,b,ξ

1
2‖β‖

2
2 + C

∑T
i=1 ξi

sc

 ∀i ∈ NT , yi(〈β|φ(xi)〉+ b) ≥ 1− ξi
ξ < 0
‖φ‖2 ≤ 1.

(2)

Dans la formulation qui précède, la norme 2 sur φ corre-
spond à la norme 2 sur les réponses impulsionnelles des filtres.
Cette contrainte convexe a pour but d’éviter des instabilités des
filtres conduisant à un phénomène de sur-apprentissage.

Pour montrer que le problème (2) admet une solution, con-
sidérons le problème suivant :

minimiser
φ

φ∈B

(
JSVM(φ)

def
= min

β,b,ξ
(β,ξ)∈C(φ,b)

J(β, ξ)

)
(3)

où J(β, ξ) est la valeur de la fonction objectif de (1) et (2),
C(φ, b) est l’ensemble des contraintes de (1) et B représente
la boule unité de la norme 2. Sous certaines conditions (que
l’objectif de (1) soit strictement convexe, ce qui est toujours
possible en pratique) le sous-problème de (3) admet un unique
minimum (c’est un problème d’apprentissage SVM) et le
théorème 4.1 de [11] assure ainsi que JSVM est une fonction
continue. Toute fonction continue étant bornée sur la boule
unité et atteignant ses bornes, on en déduit que le problème (3)
admet pour solution un certain φ∗ pour lequel le sous-problème
(1) est résolu par un certain (β∗, b∗, ξ∗). Ainsi,
∃φ∗ ∈ B, ∃b∗ ∈ R, ∃(β∗, ξ∗) ∈ C(φ∗, b∗),

J(β∗, ξ∗) = min
φ

φ∈B

(
min
β,b,ξ

(β,ξ)∈C(φ,b)

J(β, ξ)

)
≤ min

β,b,ξ
(β,ξ)∈C(φ,b)

J(β, ξ), ∀φ ∈ B

≤ J(β, ξ), ∀φ ∈ B,∀b,∀(β, ξ) ∈ C(φ, b).

3 Stratégies d’optimisation

3.1 Relâchement semi-défini
Le problème (2) est un programme quadratique (non-
nécessairement convexe) à contraintes quadratiques. Pour s’en

persuader, on introduit les variables d’amortissement δ (de RT )
et τ (de R) permettant de transformer les contraintes d’inégalité
1 et 3 de (2) en contraintes d’égalité puis on regroupe les vari-
ables conduisant aux termes quadratiques sous un seul vecteur
γ

def
= Vec(β,h1, . . . ,hM ) (où Vec est l’opérateur de vec-

torisation) et celles menant aux termes linéaires sous ζ def
=

Vec(b, ξ, δ, τ). En notant t· l’opérateur de transposition et en
définissant correctement les matrices A, Ai (i ∈ NT ) et D, le
problème (2) est strictement équivalent au problème (4).

minimiser
γ,ζ

1
2
tγAγ + C

∑T+1
i=2 ζi

sc


∀i ∈ NT

{
tγAiγ + ζi+1 − ζT+i+1 = 1
ζi+1 ≥ 0, ζT+i+1 ≥ 0

tγDγ + ζ2(T+1) = 1
ζ2(T+1) ≥ 0

(4)

En remarquant enfin que tγAγ = Tr(Aγ tγ) et en posant
X+

def
= γ tγ ((·)+ signifiant que la matrice est semi-définie

positive), on obtient l’équivalence entre les problèmes (2) et
(5).

minimiser
X+,ζ

1
2 Tr(AX+) + C

∑T+1
i=2 ζi

sc


∀i ∈ NT

{
Tr(AiX+) + ζi+1 − ζT+i+1 = 1
ζi+1 ≥ 0, ζT+i+1 ≥ 0

Tr(DX+) + ζ2(T+1) = 1
ζ2(T+1) ≥ 0
X+ < 0, Rang(X+) = 1

(5)
La spécificité du problème (5) réside dans la localisation de

la difficulté : la non-convexité du programme (2) a été entière-
ment reléguée dans la contrainte de rang. En supprimant cette
contrainte, on réalise un relâchement semi-défini. En effet, en
définissant correctement δ∗, τ∗ et γ∗ à partir de φ∗, β∗, b∗

et ξ∗, ζ∗ def
= Vec(b∗, ξ∗, δ∗, τ∗) et X∗+

def
= γ∗ tγ∗ forment

une solution admissible de (5). De plus, en notant S(X+, ζ)

l’objectif de (5) et (X†+, ζ
†) un minimiseur, on obtient :

S(X†+, ζ
†) ≤ S(X∗+, ζ

∗) = J(β∗, ξ∗).

Le nouveau problème issu de (5) est un programme semi-
défini (i.e. linéaire à contraintes linéaires sur le cône des ma-
trices semi-définies positives) dont la résolution peut être don-
née par un solveur comme SeDuMi [12]. Remarquons que la
formulation de notre problème sous la forme d’un programme
semi-défini est envisageable en pratique car les matricesA,Ai
(i ∈ NT ) etD sont creuses.

En outre, la résolution du programme semi-défini ne donne
pas directement une solution admissible de (2) ; deux manières
sont envisageables afin d’en obtenir une [13] : considérer le
vecteur propre de X†+ associé à la plus grande valeur propre
ou choisir γ comme réalisation d’une variable aléatoire suiv-
ant une loi multinormale de moyenne nulle et de matrice de
covariance X†+. Dans les deux cas, il sera nécessaire de pro-
jeter ultérieurement le vecteur candidat sur l’ensemble des con-
traintes.



3.2 Gradient projeté
La résolution du problème (2) par relâchement semi-défini est
comparée à la résolution du problème (3) par descente de gra-
dient projeté initialisé aléatoirement. On oppose ainsi deux ap-
proches : optimisation puis génération aléatoire (relâchement)
et génération aléatoire puis optimisation (gradient). Dans cette
stratégie de résolution, la convergence est assurée par la règle
de Armijo. Le sous-problème de (3) est résolu par un solveur
SVM tandis que le gradient est calculé de manière analytique
grâce au théorème 4.1 de [11] :

∀φ, ∇JSVM(φ) = −1

2
tαY+∇ (K+) (φ)Y+α,

où K+(φ)
def
= (〈φ(xi)|φ(xj)〉)1≤i,j≤N et α sont respective-

ment le noyau et le vecteur dual optimal du problème SVM, et
Y+ est la matrice diagonale des étiquettes.

4 Résultats expérimentaux
Les deux stratégies de résolution présentées ci-avant sont com-
parées entre elles et confrontées à un SVM linéaire dans le do-
maine temporel et dans le domaine de Fourier sur un problème
de classification à deux classes. Deux expériences sont présen-
tées : l’une est fondée sur les signaux Blocks et HeaviSine (cha-
cun représentant une classe) de la boîte à outils Matlab Wave-
lab; l’autre est construite sur les enregistrements cardiaques du
challenge CHSC [14]. Dans les deux cas, on cherche à ap-
prendre un banc de trois filtres (le facteur de décimation étant
fixé à deux) à partir de la base de données bruitées par un bruit
gaussien coloré et non stationnaire (cf. codes mis en ligne). Le
paramètre de coût C est obtenu par validation croisée.

Les résultats sur le jeu de données simulées (figure 3) mon-
trent d’emblée l’intérêt d’une décomposition temps-fréquence
dirigée par les données ainsi que l’apport du relâchement semi-
défini en terme de classification et de complexité
d’apprentissage. Les résultats sur le jeu de données réelles (fig-
ure 3) sont en revanche moins probants car le bruit s’ajoute à
une forte variabilité intra-classe. Si cette fois, descente de gra-
dient et relâchement semi-défini semblent conduire à des per-
formances de classification comparables, on peut noter que la
variabilité des résultats est légèrement plus importante dans le
premier cas que dans le second. En outre, les deux autres re-
marques tirées pour le jeu de données simulées restent valables
dans ce cas (intérêt de l’apprentissage et gain en temps).

La figure 1 présente un exemple de banc de filtres appris
à partir du jeu de données CHSC (sans ajout de bruit). Les
longueurs des filtres ont respectivement été choisies à 64, 32 et
16 de sorte à adopter une approche multi-résolution redondante
(facteur de décimation à 2). Sur cet exemple, le filtre le plus
court possède une réponse impulsionnelle identiquement nulle.
De manière générale, on remarque expérimentalement que les
filtres longs sont préférés d’autant que le SNR est faible.

Il est très difficile d’estimer théoriquement la qualité d’un
relâchement semi-défini car celui-ci est dépendant de la struc-
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Figure 1: Exemple de banc de filtres appris.

ture du problème traité. En revanche, on peut analyser expéri-
mentalement les différences moyennes entre les minima locaux
obtenus. La figure 2 met en lumière ces différences sur le
second jeu de données en faisant figurer les résultats du pro-
gramme semi-défini (SDP), du relâchement avec tirage aléa-
toire et d’une descente de gradient initialisée par le précédent
résultat. On vérifie tout d’abord sur cette figure que S(X†+, ζ

†)
est bien inférieur à tous les autres minima. Il est ensuite intéres-
sant de noter que le relâchement borne supérieurement la de-
scente de gradient, elle même supérieure aux résultats obtenus
avec une initialisation adéquate. Pour ce dernier cas, les résul-
tats de classification n’ont pas été décrits par soucis de lisibilité
mais restent compris entre ceux des deux stratégies analogues.
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Figure 2: Valeures optimales moyennes de la fonction de coût.

5 Conclusion
Nous avons présenté, dans cette étude, un cadre particulier qui
consiste à apprendre conjointement un classifieur linéaire
(SVM) avec une représentation temps-fréquence. En remar-
quant que le problème se résume à un programme quadratique
à contraintes quadratiques, nous avons choisi de le traiter in-
directement en résolvant un problème approché qui présente
l’avantage d’être linéaire (donc résoluble efficacement et de
manière précise). En comparant cette méthode à une transfor-
mation classique (Fourier) et à une approche plus commune de
descente de gradient, nous avons montré l’intérêt en terme de
temps de calcul et de classification de cette approche.
L’application sur données réelles relativise toutefois ces résul-
tats et suggère l’introduction de non-linéarités dans le modèle
afin de prendre en compte certaines variabilités intra-classes.
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Figure 3: Taux de bonne classification et temps d’apprentissage.
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