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Résumé – Nous avons proposé récemment une méthode géométrique de séparation des mélanges linéaires instantanés de sources non-négatives,
dénommée SCSA-UNS pour Simplicial Cone Shrinking Algorithm for Unmixing Non-negative Sources. Cette méthode qui fonctionne en
absence de bruit, estime la matrice de mélange et les sources en cherchant le cône simplicial d’ouverture minimale, contenant le nuage des
signaux observés. Nous proposons ici une extension de la méthode SCSAUNS pour les mélanges bruités, dans le cas où les taux de parcimonie
des sources sont connues a priori. L’idée est d’éliminer progressivement les observations qui, avec l’effet du bruit, se dispersent en dehors du
cône simplicial engendré par la matrice de mélange. Des simulations sur des données synthétiques montrent l’efficacité de la méthode proposée.

Abstract – Recently, we proposed a geometrical method for unmixing linear instantaneous mixtures of non-negative sources, denoted SCSA-
UNS for Simplicial Cone Shrinking Algorithm for Unmixing Non-negative Sources. The latter method operates in noiseless case, and estimates
the mixing matrix and the sources by finding the minimum aperture simplicial cone, containing the scatter plot of mixed data. In this paper,
we propose an extension of SCSA-UNS to tackle noisy mixtures, when the sparsity degrees of the sources are known a priori. The proposed
method iteratively eliminates the noisy mixed data points, which lie outside of the simplicial cone generated by the mixing matrix. Simulations
on synthetic data show the effectiveness of the proposed method.

1 Introduction
Le problème de séparation de mélanges linéaires instantanés de
sources non-négatives (SAS non-négatives) se rencontre dans
de nombreuses situations, par exemple lorsqu’il s’agit d’estimer
les spectres et les profils de concentration de différents com-
posants d’une substance chimique [1], lors de l’estimation des
abondances et des signatures spectrales des différents éléments
d’une scène observée par un spectro-imageur [6], ou encore
pour l’estimation des pharmacocinétiques d’un traceur radioac-
tif dans un organe [2]. Le modèle de mélange est donné par
l’équation (1) :

X = AS + B (1)

où X ∈ Rm×K
+ est la matrice des données mesurées, A ∈

Rm×n
+ est la matrice de mélange, S ∈ Rn×K

+ est la matrice des
sources et B ∈ Rm×K est la matrice de bruit. n, m et K sont
respectivement le nombre de sources, le nombre d’observations
et le nombre d’échantillons. Notons par xi(k) le k-ieme échan-
tillon de l’observation xi, sj(k) le k-ieme échantillon de la
source sj , et aij la contribution de la source j à la mesure i.
Nous supposons que m ≥ n et que la matrice de mélange est
de rang plein. L’objectif est d’estimer A et S à partir de X.

Parmi les méthodes de séparation de sources non-négatives,
les méthodes géométriques présentent un grand intérêt du fait
de leur efficacité et de leur faible coût de calcul. Ces méth-
odes ne nécessitent pas l’indépendance mutuelle des sources,
ni de connaissances (même a priori) sur leur lois de probabil-
ités. Dans ces approches, chaque colonne de la matrice des
données mesurées X est représentée par un point dans l’espace
des observations; l’ensemble des observations forment ainsi
un nuage de points dans l’espace. Ces méthodes utilisent les
propriétés géométriques de ce nuage de points pour concevoir
les algorithmes de séparation. Le premier type de méthodes
géométriques suppose la dominance locale des sources (c’est-
à-dire que ∀ 1 ≤ i ≤ n, ∃ ki tel que si(ki) 6= 0 et sj(ki) = 0
pour j 6= i), ces méthodes estiment la matrice de mélange et
les sources en cherchant les points extrêmes du nuage des ob-
servations [3, 6]. L’autre type de méthodes géométriques est
fondé sur l’estimation de la matrice de mélange par recherche
du simplexe de volume minimal contenant le nuage des obser-
vations [9, 10, 8]. Cependant les performances des méthodes
géométriques se dégradent très fortement en présence de bruit
(même à “fort” rapport signal sur bruit).

Dans ce travail, nous présentons une technique d’amélioration



de la robustesse au bruit, de la méthode géométrique décrite
dans [4]. Outre le fait qu’elle ne nécessite pas la dominance
locale des sources, la nouvelle méthode proposée présente une
meilleure robustesse au bruit, par rapport aux autres méthodes
géométriques.

2 Rappel de la méthode SCSA-UNS en
absence se bruit

Nous présentons la méthode SCSA-UNS décrite dans [4], dans
le cas où le mélange déterminé (c’est-à-dire quand m = n).
Si le mélange est sur-déterminé (m > n), une première étape
de réduction de dimensions doit être effectuée, par exemple en
utilisant la décomposition en valeurs singulières, cela est aussi
décrit dans [4].

Pour une matrice U ∈ Rn×n
+ , nous définissons le cône sim-

plicial engendré par la matrice U par :

Span+(U) =
{

z z = Uy avec y ∈ Rn
+

}
(2)

Nous définissons aussi l’ouverture de Span+(U) par l’équation
(3), où ui est la i-ieme colonne de U.

A
(
Span+(U)

)
=

|det(U)|
‖u1‖ × ‖u2‖ × · · · × ‖un‖

(3)

En absence de bruit, le nuage des observations, est contenu
dans le cône simplicial engendré par la matrice de mélange:

{x(k), 1 ≤ k ≤ K} ⊆ Span+(A) (4)

La figure 1.a illustre le cône engendré par la matrice de mélange,
ainsi que le nuage des observations dans le cas m = n = 3. La
figure 1.b illustre la projection de Span+(A) et du nuage des
observations sur le plan défini par:

P =

{
y = [y1, y2, y3]

T ∈ R3 |
3∑

i=1

yi = 1

}
(5)

Les observations et le cône projetés sont obtenus par :

x̃i(k) = xi(k)/

3∑
l=1

xl(k) and ãij = aij/

3∑
l=1

ail (6)

En supposant que Span+(A) est l’unique cône simplicial
d’ouverture minimale contenant le nuage des observations, l’idée
de la méthode SCSA-UNS est d’estimer la matrice de mélange
et les sources en cherchant ce cône. Cela revient à résoudre
l’équation (7) :

Â = arg min
A≥0, A−1X≥0

A
(
Span+(A)

)
(7)

Dans [4], nous proposons un algorithm qui permet de résoudre
l’équation (7). En partant d’un cône simplicial initial, con-
tenant le nuage des obersations, la méthode proposée permet
de réduire itérativement l’ouverture de ce cône, jusqu’à ce qu’il
s’ajuste au nuage des observations.
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FIG. 1: Illustration de Span+(A) et du nuage des observations
pour m = n = 3

3 Amélioration de la robustesse au bruit
de SCSA-UNS: Robust SCSA-UNS

En présence de bruit additif, certains points du nuage des ob-
servations peuvent se retrouvés en dehors du cône simplicial
engendré par la matrice de mélange, ceci est illustré sur la fig-
ure 2.

FIG. 2: Illustration de l’effet du bruit sur le nuage des observa-
tions, pour m = n = 3

Lors de l’estimation de la matrice de mélange, il est néces-
saire de ne pas considérer les points qui se situent à l’extérieur
du cône qu’elle engendre. Une analyse nous a permis de voir
que les points les plus susceptibles d’être entraînés hors de
Span+(A) par le bruit sont ceux, qui en absence de bruit, sont
obtenus à partir de sources de coordonnées nulles1 ou sont à
dominance locale. Nous proposons ici une méthode de réduc-
tion de l’effet du bruit sur les performances de la séparation,
dans le cas où l’on connait a priori les pourcentages de valeurs
nulles (aussi appelé taux parcimonie) de chaque source.

Soit τi le taux de parcimonie de la source i (0 ≤ τi ≤ 1),
τi = 0 si aucune valeur de la source i n’est nulle, et τi = 1 si
toutes les valeurs de la source i sont nulles. Ainsi, la probabilité
que la k-ieme valeur de la source i soit nulle vaut:

Pr [si(k) = 0 =] = τi = Pri (8)

Ainsi la probabilité qu’un point du nuage des sources soit de
coordonnées nulles vaut:

P1 = Pr [s1(k) = 0, s2(k) = 0, · · · , sn(k) = 0] (9)

1Un point s(k) = [s1(k), s2(k), · · · , sn(k)]T est de coordonnées nulles
si si(k) = 0, ∀ 1 ≤ i ≤ n



Un point s(k) = [s1(k), s2(k), · · · , sn(k)]T est à dominance
locale, s’il existe 1 ≤ i ≤ n tel que si(k) 6= 0 et sj(k) = 0
pour j 6= i. La probabilité qu’un point du nuage des sources
soit à dominance locale vaut donc:

P2 =

n∑
i=1

Pr [s1(k) = 0, · · · , si(k) 6= 0, · · · , sn(k) = 0]

(10)
Si de plus nous supposons que les sources sont “indépen-

dantes” alors P1 et P2 valent respectivement

P1 =

n∏
i=1

Pri =

n∏
i=1

τi (11)

P2 =

n∑
i=1

(1− Pri)
n∏

j=1,j 6=i

Prj

 =

n∑
i=1

(1− τi)
n∏

j=1,j 6=i

τj


(12)

Il faut préciser que l’hypothèse d’indépendance des sources
faite ici est une “ hypothèse technique”, qui permet d’exprimer
la probabilité jointe en fonction du produit des probabilités
marginales. Elle ne constitue cependant pas une condition néces-
saire au fonctionnement de la méthode SCSA-UNS.
Les nombres de points de coordonnées nulles et à dominance
locale peuvent ainsi être estimés respectivement par :

K1 = P1K et K2 = P2K (13)
La méthode Robust SCSA-UNS consiste à exécuter itéra-

tivement l’algorithme SCSA-UNS [4] et à éliminer à chaque
fois les points situés sur l’enveloppe convexe du cône engendré
par l’estimée de la matrice de mélange, obtenue à l’itération
courante. L’algorithme s’arrête lorsque le nombre total de point
éliminés vaut K1 +K2. Le pseudo-code de la méthode Robust
SCSA-UNS est donné par l’Algorithme 1 ci-dessous:

Algorithm 1 : Robust SCSA-UNS

1: Initialisation: mettre Kb = 0, et rouver un cône simplicial
initial contenant le nuage des observations (voir [4])

2: repeat
3: A partant du cône simplicial courant, exécuter

l’algorithm SCSCA-UNS pour estimer le cône simpli-
cial d’ouverture minimal contenant le nuage des points
restants.

4: Sélectionner et éliminer tous les points situés sur
l’enveloppe convexe du cône simplicial estimé à l’étape
précédente.

Kb = Kb + le nombre de point sélectionner

5: until Kb ≥ K1 +K2

4 Simulations
Nous présentons ici des résultats de simulations sur données
synthétiques. Pour cela, nous fixons : m = 10, n = 3 et K =

5000. Pour simplifier l’interprétation des résultats, chaque source
est générée avec le même taux de parcimonie τ , les valeurs non
nulles étant tirées aléatoirement suivant une distribution uni-
forme entre 0 et 1. Les coefficients de la matrice de mélange
sont générés aussi aléatoirement suivant une distribution uni-
forme entre 0 et 1. Le bruit sur chaque observation est généré
suivant une distribution gaussienne de moyenne nulle et de
variance unité, le rapport signal sur bruit défini par l’équation
(14) est fixé à la même valeur pour toutes les observation. Pour
maintenir la non-négativité des observations, nous mettons la
valeurs négatives à zéro.

RSBi = 10 log10

 K∑
k

 n∑
j=1

aijsj(k)

2

/

K∑
k=1

[bi(k)]
2


(14)

La méthode Robust SCSA-UNS proposée ici, est comparée
aux méthodes VCA [6], SISAL [7] et SCSA-UNS [4], suiv-
ant l’erreur de séparation, Esep, définie par l’équation (15), où

∆ = Â
†
A et Â

†
est la pseudo-inverse de l’estimée de la matrice

de mélange.

Esep =
1

2n(n− 1)

n∑
i=1

 n∑
j=1

 |∆ij |
max

l
|∆il|

+
|∆ji|

max
l
|∆li|

− 2


(15)

La figure 3 montre les évolutions des valeurs moyennes de
l’erreur de séparation (obtenues pour 50 réalisations indépen-
dantes Monte Carlo), en fonction du rapport signal sur bruit
(RSB) pour différentes valeurs de τ . Cette figure montre que
la méthode Robust SCSA-UNS présente les meilleurs résultats
de séparation par rapport aux autres méthodes, et les perfor-
mances s’améliorent d’autant plus que le taux de parcimonie
est élevé. Des résultats similaires (non présentés ici) ont été
observés lorsqu’on augmente le nombre de sources.

5 Conclusions et Perspectives
Nous avons présenté dans cet article une amélioration de la
méthode SCSA-UNS pour la séparation de mélanges bruités
de sources non-négatives. Une analyse de l’effet du bruit sur
le nuage des observations nous a montré que les observations
les plus susceptibles d’être entraînés en dehors du cône simpli-
cial engendré par la matrice de mélange sont celle obtenues à
partir de sources de coordonnées nulles et des sources à dom-
inance locale. La méthode proposée opère dans le cas où les
taux de parcimonie des sources sont connus a priori, elle con-
siste à éliminer progressivement les observations situés en de-
hors du cône simplicial engendré par la matrice de mélange,
au cours de l’estimation de cette matrice. Des résultats de sé-
paration sur données synthétiques ont montré une meilleur ro-
bustesse de la méthode proposée par rapport aux autres méth-
odes géométriques.

Les futures travaux consisterons à estimer les taux de parci-
monie des sources, dans le cas où il ne seront pas connus a pri-



(a) τ = 0.1

(b) τ = 0.5

(c) τ = 0.9

FIG. 3: Illustration de Span+(A) et du nuage des observations
pour m10 et n = 3

ori, et à étudier l’effet d’une mauvaise estimation de ces taux
sur les performances de séparation. L’application de la méth-
ode Robust SCSA-UNS à des données réelles, notamment de
spectrométrie de masse, est également envisagée.
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