Modélisation de trains d’impulsions
a I’aide d’une loi de Weibull discrete.
Estimation hors-ligne et séquentielle des parametres
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Résumé — De nombreux probleémes de traitement du signal font intervenir des séquences parcimonieuses présentant une certaine régularité. Cet
article traite le cas de séquences aléatoires a temps discret et a événements binaires dont la loi inter-événement est choisie selon une distribution
de Weibull discrete de type 1. Il propose une modélisation markovienne de tels processus, décrit I’estimation par maximum de vraisemblance
hors-ligne des parametres, puis 1’adaptation a une méthode récursive. L’ objectif a plus long terme, non traité dans cet article, est la décomposition

et la déconvolution impulsionnelle en-ligne de signaux biomédicaux.

Abstract — Several signal processing issues involve parsimonious sequences presenting some regularity. This article deals with random binary
discrete-time sequence for which inter-events sequence follows a Type-I discrete Weibull distribution. It proposes a Markov model of such
processes, offline maximum likelihood estimation of the parameters, and adaptation to online estimation. The long term aim, which is not

presented here, is the online deconvolution of biomedical signals.

1 Introduction

De nombreux signaux physiques sont modélisés a 1’aide de
trains d’impulsions (signaux sismiques [1], signaux biomédi-
caux [2]...). Dans [3] et [4] sont proposées des modélisations
visant a prendre en compte une certaine régularité de ces trains,
par exemple un temps inter-impulsion minimal. Nous propo-
sons ici une modélisation markovienne de tels trains, fondée
sur une loi de Weibull discrete a trois parametres. Les estima-
tions hors-ligne et en-ligne des parametres du modele sont dé-
taillées et expérimentées.

2 Modélisation

Soit (u[n]),>1 une séquence a temps discret n, binaire (a va-
leur dans {0, 1}, avec 1 en cas d’impulsion). Nous proposons
une modélisation issue de la théorie des processus de renouvel-
lement, et conduisant a une représentation markovienne.

Modéle de Markov La séquence des temps de séjour entre
deux impulsions (A[N])yez, N représentant le nombre d’im-
pulsions déja émis, est supposé étre un processus stochastique
indépendant et identiquement distribué (i.i.d.), décrit par une

loi de probabilité dont la masse P(A[N] = ¢|©), pour tout
entier ¢ supérieur a 1, est paramétrée par un vecteur O.

En théorie de la fiabilité [5], il est courant d’utiliser le taux
de hasard r(t, ©), aussi appelé taux de défaillance, qui corres-
pond a la probabilité qu’une impulsion se produise a I’instant ¢
sachant qu’il ne s’est rien produit jusqu’a I’instant ¢. Pour tout
entier positif ¢ > 1:

rt,0)= PAINI=10) | PAN] =)
; P(A[N] > /0)  1_5 "' P(A[N] =7/0)

(1

Nous introduisons la séquence en dents de scie T'[n], qui cor-
respond au temps de séjour depuis la derniere impulsion. La va-
leur T'[n] est incrémentée a chaque pas de temps, excepté s’il y
a une impulsion : une remise a zéro est alors effectuée (figure
D).

Grace au symbole delta de Kronecker, il est aisé d’écrire la
relation entre la séquence d’impulsion et le temps de séjour
depuis la derniere impulsion : u[n] = § (T[n]).

Notons par I’exposant " la durée jusqu’a I'instant n (par
exemple, T = (T'[k]), <}.<,,)- Alors, sous I’hypothése que la
séquence des temps inter-impulsions A[N] est i.i.d., nous pou-
vons écrire les propriétés suivantes.
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FIGURE 1 — Train d’impulsions u[n] et séquence T[n] en dents
de scie correspondante.

— Le processus du temps de séjour T'[n] est markovien :

P(T[n+1] =t|T",0) = P(T[n+1] =t|T[n],0) (2)

— la probabilité de transition s’écrit a I’aide du taux de ha-
sard (1) :

P(T[n+ 1] =¢|T[n],0) =

r(Tn] +1,0) sit=0 3)
1—r(Tn|+1,0) sit=T[n]+1
0 sinon

— la valeur moyenne du processus (u[n]),ecz, ¢ est-a-dire
son taux de décharge, est I’inverse de 1’espérance du pro-
cessus inter-impulsions, soit 1/E{A|O}.

Démonstration. Par souci de simplicité, on omet le vecteur pa-
rametre © dans cette démonstration.

Considérons un instant n entre la N-iéme impulsion au temps
S[N1], et strictement avant la (/N + 1)-iéme impulsion au temps
S[N + 1]. La connaissance de 7™ est équivalente a celle de
{AN=1 T[n]}, car avant S[N] + 1 la séquence est détermi-
née par I’ensemble temps inter-impulsions, et apres S[N] + 1
jusqu’a n, la séquence est entierement déterminée par T'[n].
D’apres la définition de la probabilité conditionnelle, nous écri-
vons :

P(T[n+1]=0/Tn] =t,T" )
= P(T[n+1] =0|T[n] =t,AN 1)
P(T[n+1] =0,T[n] = t|AN-1)
P(T[n] = t|AN-1)

L’ événement {T'[n + 1] = 0, T'[n] = t} correspond a Iarrivée
d’une impulsion avec un temps de séjour A[N] valant ¢ + 1, et
la position de la derniere impulsion S[N] étant a n — ¢. L’évé-
nement T'[n] = t correspond au fait que le temps de séjour est
supérieur a t + 1, mais la position de la derniére impulsion reste
an — t. En remplagant cela dans 1’égalité précédente et en uti-

lisant a2 nouveau la définition de la probabilité conditionnelle :
P(T[n+ 1] =0|T[n] =t,T"")

_ P(A[N]=t+1,S[N] =n—t|/AN1)
~ P(A[N] >t+1,8[N] =n —t|AN-1)
P(A[N] =t +1|S[N] =n —t,AN"1)

]

P(A[N] > t+ 1|S[N] =n —t, AN-1)

En supposant que le dernier instant d’impulsion S[N] est in-
dépendant de la séquence des temps de séjour AV, et que la
séquence est i.i.d., nous avons :
P(AIN] =t +1)
P(A[N] >t +1)
étant le taux de hasard r(¢) du processus inter-impulsions (dé-
fini en (1)). Cela montre (2). Comme 7'[n + 1] ne peut prendre
que deux valeurs parmi {0,¢ + 1}, nous obtenons trés facile-
ment (3).

On vérifie facilement que la masse de probabilité p(t) de la
distribution invariante de T'[n], soit la solution de

P(T[n+1] =0|T[n] =t, 7" ') =

p(t') = 37 P(Tln + 1) = Tln] = 1) p(t)
>0
est donnée par
p(t) _ 1- 27:1 P(A = T)

E{A}

Alors, la valeur moyenne de la séquence U[n| donne :
E{U[n]} = E{o(Tn])} = P(T[n] = 0) = p(0) = 1/E{A}

O

Loi inter-impulsions Nous introduisons alors une loi de Wei-
bull discrete de type I [6], conduisant a une expression simple
du taux de hasard (1) malgré la somme au dénominateur. Cette
loi a été étendue [7] a trois parametres © = (tg, 8,7, : to est
un parametre de localisation, 8 est un parametre de concentra-
tion, 7} est un parametre de décalage temporel. La masse de
probabilité et le taux de hasard s’expriment, pour tout entier
t>1,par:

P(A = t]0) =

“4)

() ()
r(t,0) = e sit >T, (5)
0 sinon
L’espérance E{A|O} ne possede pas de forme explicite, mais
peut étre approchée, pour de grandes valeurs de ¢, par (to —
T.)T(1+1/8) + T, ou T est la fonction Gamma d’Euler [8].
Un exemple d’une telle loi est montré en Figure 1, avec
B > 1.Lecas {f = 1,7, = 0} correspond a une loi géo-
métrique (ce qui donne un un train indépendant d’impulsions).
Les parametres ty et S doivent étre estimés, 7). est supposé
connu. Le taux de décharge associé est alors approximative-
ment

1
(to=T)T(1+1/8)+T;*
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FIGURE 2 — Loi de Weibull de type I et le taux de hasard asso-
ciés, tg = 450, 5 =5et T, = 150

3 Estimation des parametres de la loi

inter-impulsions

Estimation hors ligne Une estimation empirique des para-
metres d’une loi de Weibull discrete de type I est réalisée dans
[9]. On développe ici une méthode de maximum de vraisem-
blance approché, et son optimisation par quasi-Newton. Notons
" = (T[2],...,T[n]), la séquence T™ dans laquelle le pre-
mier terme est omis. Bien que ’estimation par MV de © est
I’argument maximisant la probabilité P(T" = ¢"|© = 6) a
séquence donnée t", nous utilisons ici :

0, = argmax P(T,' =13|0 = 0,T[1] = t[1])
0

1
=argmin —— In P(T}' =¢}|© = 0, T[1] = t[1])
0 n

In(0)

C’est un procédé standard pour démarrer une récurrence (voir
la méthode d’autocovariance pour I’estimation des modeles auto-
régressifs [10]). En se servant de la propriété de chalne de Mar-
kov, la fonction objectif J,, & minimiser s’écrit récursivement,
pour tout entier n > 2 :

Jn(0) = —% >~ In P(T[i] = i)} = 0. 7(i — 1] = t]i ~ 1]
=2 —Qz(e)

Pour I’optimisation par quasi-Newton, le gradient @’ des Q;,
et donc le gradient J,’L de J,, sont faciles a calculer. Par ailleurs,

nous utilisons une approximation définie positive du hessien
J!' de J,, sous la forme [11] :

T0) = 3" QOO

Cette approximation peut étre justifiée par les divers modes de
calcul de la matrice d’information de Fisher de la loi de proba-
bilité de transition [12].

Estimation en ligne En utilisant I’heuristique proposée dans
[13], nous obtenons I’estimation récursive par gradient stochas-

tique suivante (ot H,, estI’approximation du hessien J! (6,,—1));

pour tout entier n > 2 :

Hn = %Q{n(énfl) Q{n(énfl)-r + (1 - E) anl

1 ~
Hn = enfl - g Hgl Q;z(enfl)

Initialisation de la méthode récursive 1 algorithme doit étre
initialisé par ¢, et H,. Hors, on vérifie facilement qu’a 5 = 1
fixé, ’estimateur de ¢, par maximum de vraisemblance est ex-
plicite. Comme /3 mesure la concentration de la loi, nous at-
tendons ’arrivée d’au moins deux impulsions avant d’estimer
5, préalablement fixé a § = 1, tout en conservant I’équation
calculant la matrice hessienne approchée.

4 Simulation

Un train d’impulsions est tiré suivant (3) (voir Figure 1 pour
un exemple) avec les parametres tg = 450, 8 = Set T, =
150, a une fréquence de 10kHz. Une estimation par MV est
effectuée hors-ligne, les résultats sont présentés sur la Figure
3. L'optimum est atteint en 9 étapes (critere d’arrét 2 1072 de
précision). Le méme train d’impulsions est ensuite utilisé pour
effectuer une optimisation en-ligne, suivant la méthode de la
section 3.

Descente du critere hors-ligne avec tD=0.D45, B=5, and tR=O.015

FIGURE 3 - Lignes de niveaux du critere (trait fin) et les valeurs
successives de 1’estimateurs par MV (trait épais). L’ optimum
est désigné par un losange

La figure 4 montre 1’estimation en ligne des parametres £
et 3, et la figure 5 le taux de décharge associé. L’estimation
semble donner des résultats satisfaisants, 1’évolution du taux
de décharge estimé présente un profil caractéristique, qui s’ex-
plique facilement dans la mesure ot I’estimation est faite a par-
tir de données dont une (la derni¢re) est censurée a droite : la
survenue d’une impulsion conduit en général a la mise a jour
du taux de décharge vers le haut.

5 Conclusion

Nous disposons d’un outil de modélisation de processus im-
pulsionnels présentant un certain caractere de régularité. L’ ob-
jectif ultérieur est d’utiliser cet algorithme comme la premiere
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FIGURE 4 — Estimateur des parametres ¢y et 5 (courbes), les
valeurs d’optimisation hors ligne (ligne continue) et les valeurs
de la simulation (ligne en pointillé).
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FIGURE 5 — Taux de décharge pour I’exemple précédent

étape de la définition d’une stratégie de commande d’une pro-
theése chez des patients amputés, a partir de la mesure de si-
gnaux électromyographiques intramusculaires.
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