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Résumé —Cet article s'intéresse a la construction d’'un test Bayépieur un probléme de décision entre hypothéses multiprssjue la
fonction de perte est quadratique. Ce critére quadratigusp&cialement adapté aux probléemes de classificationlgsguels le colt d’'une
erreur de décision varie suivant les hypothéses concertiéeginalité de cet article est d'associer a chaque higpse une étiquette vectorielle
unique définie dans un espace Euclidien. Les erreurs dei@®sisnt comparées en utilisant une norme vectorielle. epmposé permet de
minimiser la somme des probabilités de fausse classifitptiodérées avec I'écart quadratique entre les hypothasesia de la norme utilisée.
Le test Bayésien pour la fonction de perte quadratique &siléade fagon explicite, puis des bornes théoriques supesdsrmances statistiques
sont proposées. Enfin, il est établi que le rapport entrerldsabilités de classification erronée de ce nouveau testlesa@u test Bayésien pour
la fonction de pert®—1 est borné par une constante dépendant du nombre des hygmthés

Abstract — This paper focuses on the construction of a Bayesian tesd foultiple hypothesis testing problem when the loss funcitso
quadratic. This quadratic criterion is especially suigdbk the classification problems where the cost of a decisior varies with the concerned
hypotheses. This paper originally relates each hypothvasiisa unique label vector defined in an Euclidean space amdékision errors are
compared using a vectorial norm. The proposed test mingiieesum of the misclassification probabilities weightetthwie squared difference
between the hypotheses in the sense of the used norm. Thei&ayest for the quadratic loss function is calculatedieitjyl and then the
theoretical limits on its statistical performance are jsgd. Finally, it is established that the ratio between thselassification probabilities of
the new test and those of the Bayesian test for the 0-1 lossidmnis bounded by a constant which depends on the numbetpotimeses.

1 Motivation et contribution pondérée au moyen de la quantité

2
Cet article étudie la construction d’un Test entre Hypatisés L83, 05x)) = 116: = O @)
Multiples (THM) [3, 4] dans le cadre d’'une approche Bayé-ou6; € © désigne I'étiquette de I'nypothése vraiedgty de-
sienne avec I'utilisation d’'une fonction de pondératioadra-  signe I'étiquette décidée par le THM. De cette fagon, I'espa
tique. Concrétement, considérons un vecteur aléatSire=  des hypotheses est doté d’une métrique qui permet de compa-
(X1, Xs,...,X,,) € R" composé dex observations indépen- rer les hypotheses. Le test Bayésien recherché est le test qu
dantes. Les hypothéses a tedtt,. . ., H,, sont de la forme mé?nimise le risque de Bayes associé aux probabifitést a
. L%(0;,05(x))-

Hy » Xp=A+& et Xi =&, Vi#k, @ II(Iustro(ns)I>’intérétde cette approche sur un exemple. @e ty
ou le biaisA > 0, connu, représente 'anomalie/cible a détec-de THM est particulierement bien adapté aux problemes de
ter et¢; ~ N(0,0?) suit une loi normale de moyenne nulle et localisation d'intrusion dans un Réseau de Capteurs Sans Fi
de variancer? connue. Les variables sont mutuellement in- (RCSF). Dans le RCSF illustré sur la figure 1, la présenceai’un
dépendantes. Chaque hypothékeest associée a une étiquetteintrusion au niveau d'un capteur provoque l'enregistreimen
vectorielle (identifiant) uniqué; € R? qui caractérise I'hnypo- d’'un biaisA par ce capteur. Il s’agit alors de détecter la mesure
thése. L'ensemble des étiquettes est rtvté {0,,0,,...,0,}.  affectée par ce biais tout en minimisant la distance & parcou
Un THM est une fonctiod(X) : R — {1,...,n} telle que rir pour se rendre jusqu’au capteur ayant percu l'intrusies
H; est acceptée lorsqugX) = j. Le THM étudié dans cet capteurs peuvent étre différemment éloignés les uns dessaut
article s’appuie sur deux éléments principaux : 1) la prébab Le fait de prendre une mauvaise décision et de se rendre jus-
lité a priori p; > 0 de I'hypothéseH; est connue pour tout qu’a un capteur trés éloigné du lieu exacte de l'intrusiont pe
1 <i<mnavec)  ,p; = 1et2)une erreur de décision est représenter un colit important. Dans cet exemple, 'étiqédet



correspond typiquement a la position géographiqueme 2  Test Bayésien multi-hypotheses
capteur et peut méme contenir des informations sur le colt du

déplacement pour se rendre jusqu’a lui. Historiquemerita[2 2.1 Risque de Bayes et test Bayésien
publié la premiere solution au probléme du THM pour la fonc-
tion de perté)—1 donnée par

o1, o 1osio6; #0sx),
L (91795()())7{ 0 si 91‘:95(X)a )

Dans le cadre bayésien [1], la qualité d’'un t&sX) est éva-
luée avec le risque de Bay&g0,6(X)) :

R0.500) = 3 [ L6:6500)0(a.00ds @)
pour tout; € ©. Bien queL’~'(6;,05x)) puisse étre fa- i=1gn
cilement manipulée, elle n'est pas appropriée pour certain

o oo sy oy EoTANe .X.0) o110, .)€ a oncion e ere La
puisq P P P&aleur deL(0;,05) est le colt de décidets ) lorsque le

pas de la distance ,entre 'emplacement détecté de_ la cible 5ramétre réel est (voir les exemples (2) et (3)). Le risque de
son emplacement réel. Cependant, changer la fonction tke pe

P L oo P ._Bayes est la valeur moyenne de la fonction de perte par rappor
a des conséquences considérables sur la difficulté a obienir 4 y P P PP

test optimal. L niributions principales d e & a la distribution conjointe du vecteur d’observati&net de la
IZ: S?JR/anf:aé .es co utions principaies de cette € variable aléatoiré. Le test qui minimise le risque de Bayes (4)

_ o . est défini comme le test bayésiefiX) :
1. Le test Bayésien qui minimise la fonction de perte qua-

dratique est calculé sous une forme explicite, 6(X) = arg 6(%2& R(0,6(X)) (5)
2. Lerisque de Bayes est exprimé en fonction des probabi-_ , . , N
lités de classification erronée et les performances stati§’—“’C désigne l'ensemble des tesisY) : R" — {1,...,n}.
tiques asymptotiques du test Bayésien proposé, qui sont )
trés difficiles a calculer sous forme exacte, sont bornée2.2 Résultats généraux sur le test Bayésien

de facon analytique, . . o Sous I'hypothéséd;. donnée par (1)X;,....X, sont indé-
3. Lorsque le Rapport Signal-sur-Bruit (RSB) devient in-pengantesy; ... X;_1,Xs.1,....X,, sontidentiquement dis-

finiment grand, il est démontré que le rapport entre legribuées avec une densité Gaussienne commyfie), donnée
mémes probabilités de classification erronée du test proy,,

oug(x,6;),z € R" eth; € O, représente la fonction de densité

posé et du test associé a la fonction de perté tend 1 :c_2
vers une constante déterminée par le nombre des hypo- po(r) = —J=exp(—5 5 |,
théses.

o o o tandis queX, admet la densité Gaussienpe(z) = po(z —
Il est intéressant de noter qu'il existe une bijection neitar  A) De ce fait, la fonction de densité de probabilité conjointe
entre les ensemblesfinjéfy, ..., H,} etO®. De ce fait, chaque fr(x) du vecteurX = (X1, Xs, ..., X,,) est:

testd (X)) peut s'interpréter comme un estimateur Bayésien dis- .
cret défini paﬁ(X) = 95(}() fk(rI) _ Sol(xk) H S00(1.2_)
(2 i=1,i#k

Intrusion . . s .
ouz = (x1,...,x,). La fonction de densité de probabilité
’ conjointeg(z, 6;) de (X, 0) est donc donnée par :
P ¢(z,0;) = pifi(). (6)
01 - S Xe=4 Par ailleurs, soif (x) la densité marginale d¥ :

Centre de surveillance

~ X3 =83

f(x) = Zpifi(x) >0, Vo eR".
i=1

La probabilitéa posteriorir(6;|x) ded; étant donné I'observa-
tion z est définie par
¢(xv oi)
f(x)
Jour toutd; € O et pour toutr € R™. Le risque de Bayes
R(0,6(X)) sécrit alors

02 7(6;]x) =

FIGURE 1 — Localisation d’une intrusion dans un RCSF ave

un centre de surveillance. Lieieme capteur est a 'emplace-

ment géographique . Il mesure la valeur moyenng en pré- n

sence d’une intrusion. R(0,6(X)) = / lz L(0;,05(z) )7 (0i]z) | f(x)dz. (7)
i=1

Rn



Il est ensuite immédiat [1] de montrer que le test Bayésien ogSelon (10), le risque de Bayes &fé(X) est

timal est donné par n i—1
) " RO(9,69(X pia; + o) 0: — 0,1 (14)
#X) = arg min 3 L0, Os00) 01X (®) 2;]21 e

La qualité d’'un THM4(X) est généralement caractérisée patouo‘ , sontles erreurs de classification poti(Y).

I'ensemble de valeurs )
= Pry(5(X) = j) ©) 3.2 Performance asymptotique des tests

pour toutl < ¢ 7é j < n, qui représente la probabilit¢ de Les probabilités de classification erronees pm%rsont trés
classification erronée d&; quandH; est I'hypothese vraie. difficiles a calculer de fagon analytique. Le théoreme 3 {don
La proposition suivante montre que le risque de Bayes est dia démonstration est omise par manque de place) propose donc

rectement li¢ a la probabilite; ;. des bornes pour évaluer ces probabilités. Il établit qggal
Proposition 1 Le risque de Baye®(6,3(X)) du testd(X) eta ,; ont la méme borne inférieure et la mst?lrg\e borne supé-
pour tester les hypothésds,, ..., H,, données par (1) avec rleure désignées respectivement gt et P, Soit \ le

une fonction de perte arbitrair&(6;, 65 x)) et les probabilités RSB défini pan = £ Soient®(-) la fonction de répartition de

a priori pi, pa, ..., p, satisfait la loi normale centrée réduite et= min;<;zj<, || — 6,5,

n_ resp.R = maxi<;£j<n ||0i — Gng, la distance minimale, resp.
=3 i L(6;,0;)+pj0.:L(85,6:)] (10)  maximale, entre les étiquettes.
i=1 j=1 . .
z by z . 71 Q yony
olla; ; est donnée par (9). Théoréme 3 Les tests bayésien8—!(X) et §9(X) vérifient,

pour toutl < i # j <mn,

o inf 0—1 Su
2.3 Test Bayésien pour la perte 0-1 Pi < aiy <P
L . . . , . pinf < Q< psup
Le théoréme suivant est une extension directe d'un ré- ¥ i, i, 0
sultat établi par [2] dans le cadre de la fonction de perte N n
0—1 . in
L°=2(0:,05(x))- pr = @ (Vle - 75) H @ () s
Théoréme 1 Le test bayésien’~1(X) pour tester les hypo- =1k kA L
~ 7 . )\ e )\
thesesH, ...,H,L_anneeg par (1) avec la fonctlonlde perte psup  _ gy gn-2 (2 A H o (12, +2),
0—1 et les probabilités a priorpy, pe, ..., p, €st donné par hJ V2 K1 ok ok V2
5 s s )
301X = Xe+ Zlnpe). (11 Cl 4 In 2t
(X) argf?;?i‘n( kAP A S et T SR I SR Y
. ’ A2
Selon (10), le risque de Bayes 6f& ! (X) est ol - r
noi—1 B (n—1)(R—7r)+ R’
BP0 =YY el el D e
i=2 j=1 (n—2)(R—r)+R
< 0—1 e . 2 N
ota;; sont les erreurs de classification potir” (X). A partir du théoréme 3, il est clair que R et n affectent
conjointementPinf et P;;”. Cependant, le corollaire suivant
3 Test Bayésien quadratique montre que le rapport entre) " et a% est borné par une
constante dépendant umquemenhdersqueA — +o0.
3.1 Test Bayésien pour la perte quadratique Corollaire 1 LorsqueX — +oo, les bornesP' et ;" des

Le théoréme suivant (dont la démonstration est omise pdirobabilités d’'erreurs des testd—1(X) etd?(X) vérifient

manque de place) calcule le test Bayésien pour la fonction de _ 1\"2 A\
perteL? (0;, 05x)) = |10 — Os(x) 13- PRt Ao <§> P <—%> ;
Th\eoreme 2 Le test ba¥e3|e|6Q(X) pour tester_les hypo- PP asee | g2net (i)
thésesHq, ..., H, données par (1) avec la fonction de perte i,j ~ V2)’
quadratiqueL® (6;, ts5(x)) et les probabilités a priorp:, p, psup
.., P €St donné par Pz;fjlf Azoe (p —2).2n7 1
]

< - AX
Q 2 k
=g im0 pkwkomuexp( o

1<rn<
1,k#m

>- (A3)  ou f(t)*2>g(t) signifie queim; o f(t)/g(t) =
pour f(t) > 0 etg(t) > 0.



S0it Cseuil = (n—2)-2"~ 1 pourn > 3. Le corollaire 1 conduit Lafigure 2 présente la comparaison erSPrel(X) eto? (X)

immédiatement a pour les probabilitésy; » et oy 3. Les autres probabilités se
0—1 comparent de fagon similaire. Les probabilités sont esgrée
1 < &g Crenil partir d’'une simulation de Monte Carlo. Les bornes inféréeu
Cseuil — afj - et superleureP“]lf et Pbup sont tracées pour illustrer la perti-
nence du théoréme 3 Pour I'exemple considéré, les étepiett
lorsqueA — oo 61, 02 et 05 vérifient |6, — 62]|2 < |61 — 632, il est donc

naturel queny’, > a5 pour le test quadratiqué?(X). Par

contre, le test usuel®~1(X) ne tient pas du tout compte de

cet écart métrique puisqug ;' = af ;. Par conséquent, on

peut en déduire qu'il existe une relation compensatriceeent

la probabilité de classification erroné% et I'écart métrique

|6; — 6,3 afin de minimiser le risque quadratique de Bayes.
Afin d'illustrer le resserrement des bornes et leur utilité;

donnée de la figure 3 est tracée en échelle logarithmique. Les

4 Reésultats numériques

Cette section considére I'exemple de la localisation diint
sion illustrée sur la figure 1 en supposant que toutes lesaprob
bilités a priori p; sont égales.

1 g
09 N ‘ ‘ bornesP}*f et P, lorsquen vaut, respectivement,, 10, 15,
S o: \ +a82 sont également tracées pour verifier la relation entre lesdso
g \ —af5! et le nombre des hypothésesLe rapport deP;'y” sur Pj"
= o7 \ ~ pinf tend vers une constante.
B os +P1Sth
@
S q
O o5 —~—Q .
0" 13 5 Conclusion
2 o4 ~Q13
inf . ;. i
@ 03 \ Pry Cet article propose un test Bayésien pour classifier des
[0 O_Af\ \ Py hypothéses multiples. Ce test minimise I'erreur quaduetiq
\ moyenne de classification des étiquettes vectoriellebaftes
o / m aux hypothéses. Les performances statistiques de ce tdst so
o : . 3 N . . étudiées de facon analytique et comparées au test usuel qui

ne tient pas compte des différences métriques entre les hypo
théses.

FIGURE 2 — Estimation dey; » et celle dew; 3 pour les tests
69-1(X) et §2(X) en fonction de\. Les bornesPl‘“Qf, ry, Références
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FIGURE 3 — lllustration du resserrement des bor@s] et
P lorsquex — +oo et évolution des borneB(” et Py’
lorsquen vaut respectivemerst 10 et 15.



