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Résumé –Cet article s’intéresse à la construction d’un test Bayésien pour un problème de décision entre hypothèses multiples lorsque la
fonction de perte est quadratique. Ce critère quadratique est spécialement adapté aux problèmes de classification pourlesquels le coût d’une
erreur de décision varie suivant les hypothèses concernées. L’originalité de cet article est d’associer à chaque hypothèse une étiquette vectorielle
unique définie dans un espace Euclidien. Les erreurs de décision sont comparées en utilisant une norme vectorielle. Le test proposé permet de
minimiser la somme des probabilités de fausse classification pondérées avec l’écart quadratique entre les hypothèses au sens de la norme utilisée.
Le test Bayésien pour la fonction de perte quadratique est calculé de façon explicite, puis des bornes théoriques sur sesperformances statistiques
sont proposées. Enfin, il est établi que le rapport entre les probabilités de classification erronée de ce nouveau test et celles du test Bayésien pour
la fonction de perte0−1 est borné par une constante dépendant du nombre des hypothèses.

Abstract – This paper focuses on the construction of a Bayesian test fora multiple hypothesis testing problem when the loss function is
quadratic. This quadratic criterion is especially suitable for the classification problems where the cost of a decisionerror varies with the concerned
hypotheses. This paper originally relates each hypothesiswith a unique label vector defined in an Euclidean space and the decision errors are
compared using a vectorial norm. The proposed test minimizes the sum of the misclassification probabilities weighted with the squared difference
between the hypotheses in the sense of the used norm. The Bayesian test for the quadratic loss function is calculated explicitly and then the
theoretical limits on its statistical performance are proposed. Finally, it is established that the ratio between the misclassification probabilities of
the new test and those of the Bayesian test for the 0-1 loss function is bounded by a constant which depends on the number of hypotheses.

1 Motivation et contribution

Cet article étudie la construction d’un Test entre Hypothèses
Multiples (THM) [3, 4] dans le cadre d’une approche Bayé-
sienne avec l’utilisation d’une fonction de pondération quadra-
tique. Concrètement, considérons un vecteur aléatoireX =
(X1, X2, ..., Xn) ∈ R

n composé den observations indépen-
dantes. Les hypothèses à testerH1,. . . ,Hn sont de la forme

Hk : Xk = ∆+ ξk et Xi = ξi, ∀ i 6= k, (1)

où le biais∆ > 0, connu, représente l’anomalie/cible à détec-
ter etξi ∼ N(0, σ2) suit une loi normale de moyenne nulle et
de varianceσ2 connue. Les variablesξi sont mutuellement in-
dépendantes. Chaque hypothèseHi est associée à une étiquette
vectorielle (identifiant) uniqueθi ∈ R

q qui caractérise l’hypo-
thèse. L’ensemble des étiquettes est notéΘ = {θ1, θ2, ..., θn}.
Un THM est une fonctionδ(X) : Rn 7→ {1, . . . , n} telle que
Hj est acceptée lorsqueδ(X) = j. Le THM étudié dans cet
article s’appuie sur deux éléments principaux : 1) la probabi-
lité a priori pi > 0 de l’hypothèseHi est connue pour tout
1 ≤ i ≤ n avec

∑n
i=1 pi = 1 et 2) une erreur de décision est

pondérée au moyen de la quantité

LQ(θi, θδ(X)) = ‖θi − θδ(X)‖22 (2)

oùθi ∈ Θ désigne l’étiquette de l’hypothèse vraie etθδ(X) dé-
signe l’étiquette décidée par le THM. De cette façon, l’espace
des hypothèses est doté d’une métrique qui permet de compa-
rer les hypothèses. Le test Bayésien recherché est le test qui
minimise le risque de Bayes associé aux probabilitéspi et à
LQ(θi, θδ(X)).

Illustrons l’intérêt de cette approche sur un exemple. Ce type
de THM est particulièrement bien adapté aux problèmes de
localisation d’intrusion dans un Réseau de Capteurs Sans Fil
(RCSF). Dans le RCSF illustré sur la figure 1, la présence d’une
intrusion au niveau d’un capteur provoque l’enregistrement
d’un biais∆ par ce capteur. Il s’agit alors de détecter la mesure
affectée par ce biais tout en minimisant la distance à parcou-
rir pour se rendre jusqu’au capteur ayant perçu l’intrusion. Les
capteurs peuvent être différemment éloignés les uns des autres.
Le fait de prendre une mauvaise décision et de se rendre jus-
qu’à un capteur très éloigné du lieu exacte de l’intrusion peut
représenter un coût important. Dans cet exemple, l’étiquetteθi



correspond typiquement à la position géographique dui-ième
capteur et peut même contenir des informations sur le coût du
déplacement pour se rendre jusqu’à lui. Historiquement, [2] a
publié la première solution au problème du THM pour la fonc-
tion de perte0−1 donnée par

L0−1(θi, θδ(X)) =
{ 1 si θi 6= θδ(X),

0 si θi = θδ(X),
(3)

pour toutθi ∈ Θ. Bien queL0−1(θi, θδ(X)) puisse être fa-
cilement manipulée, elle n’est pas appropriée pour certaines
applications comme la localisation d’intrusion dans un RCSF
puisque la perte causée par une localisation erronée ne dépend
pas de la distance entre l’emplacement détecté de la cible et
son emplacement réel. Cependant, changer la fonction de perte
a des conséquences considérables sur la difficulté à obtenirun
test optimal. Les contributions principales de cette étudesont
les suivantes :

1. Le test Bayésien qui minimise la fonction de perte qua-
dratique est calculé sous une forme explicite,

2. Le risque de Bayes est exprimé en fonction des probabi-
lités de classification erronée et les performances statis-
tiques asymptotiques du test Bayésien proposé, qui sont
très difficiles à calculer sous forme exacte, sont bornées
de façon analytique,

3. Lorsque le Rapport Signal-sur-Bruit (RSB) devient in-
finiment grand, il est démontré que le rapport entre les
mêmes probabilités de classification erronée du test pro-
posé et du test associé à la fonction de perte0−1 tend
vers une constante déterminée par le nombre des hypo-
thèses.

Il est intéressant de noter qu’il existe une bijection naturelle
entre les ensembles finis{H1, . . . , Hn} etΘ. De ce fait, chaque
testδ(X) peut s’interpréter comme un estimateur Bayésien dis-
cret défini par̂θ(X) = θδ(X).
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FIGURE 1 – Localisation d’une intrusion dans un RCSF avec
un centre de surveillance. Lei-ième capteur est à l’emplace-
ment géographiqueθi. Il mesure la valeur moyenne∆ en pré-
sence d’une intrusion.

2 Test Bayésien multi-hypothèses

2.1 Risque de Bayes et test Bayésien

Dans le cadre bayésien [1], la qualité d’un testδ(X) est éva-
luée avec le risque de BayesR(θ, δ(X)) :

R(θ, δ(X)) =
n
∑

i=1

∫

Rn

L(θi, θδ(x))φ(x, θi)dx (4)

oùφ(x, θi), x ∈ R
n etθi ∈ Θ, représente la fonction de densité

conjointe de(X, θ) etL(θi, θδ(x)) est la fonction de perte. La
valeur deL(θi, θδ(x)) est le coût de déciderθδ(x) lorsque le
paramètre réel estθi (voir les exemples (2) et (3)). Le risque de
Bayes est la valeur moyenne de la fonction de perte par rapport
à la distribution conjointe du vecteur d’observationX et de la
variable aléatoireθ. Le test qui minimise le risque de Bayes (4)
est défini comme le test bayésienδ̂(X) :

δ̂(X) = arg min
δ(X)∈K

R(θ, δ(X)) (5)

oùK désigne l’ensemble des testsδ(X) : Rn 7→ {1, . . . , n}.

2.2 Résultats généraux sur le test Bayésien

Sous l’hypothèseHk donnée par (1),X1,. . . ,Xn sont indé-
pendantes,X1,. . . ,Xk−1,Xk+1,. . . ,Xn sont identiquement dis-
tribuées avec une densité Gaussienne communeϕ0(x), donnée
par

ϕ0(x) =
1

σ
√
2π

exp

(

− x2

2σ2

)

,

tandis queXk admet la densité Gaussienneϕ1(x) = ϕ0(x −
∆). De ce fait, la fonction de densité de probabilité conjointe
fk(x) du vecteurX = (X1, X2, ..., Xn) est :

fk(x) = ϕ1(xk)

n
∏

i=1,i6=k

ϕ0(xi)

où x = (x1, . . . , xn). La fonction de densité de probabilité
conjointeφ(x, θi) de(X, θ) est donc donnée par :

φ(x, θi) = pifi(x). (6)

Par ailleurs, soitf(x) la densité marginale deX :

f(x) =

n
∑

i=1

pifi(x) > 0, ∀x ∈ R
n.

La probabilitéa posterioriπ(θi|x) deθi étant donné l’observa-
tion x est définie par

π(θi|x) =
φ(x, θi)

f(x)

pour toutθi ∈ Θ et pour toutx ∈ R
n. Le risque de Bayes

R(θ, δ(X)) s’écrit alors

R(θ, δ(X)) =

∫

Rn

[

n
∑

i=1

L(θi, θδ(x))π(θi|x)
]

f(x)dx. (7)



Il est ensuite immédiat [1] de montrer que le test Bayésien op-
timal est donné par

δ̂(X) = arg min
δ(X)∈K

n
∑

i=1

L(θi, θδ(X))π(θi|X). (8)

La qualité d’un THMδ(X) est généralement caractérisée par
l’ensemble de valeurs

αi,j = Pri(δ(X) = j) (9)

pour tout1 ≤ i 6= j ≤ n, qui représente la probabilité de
classification erronée deHj quandHi est l’hypothèse vraie.
La proposition suivante montre que le risque de Bayes est di-
rectement lié à la probabilitéαi,j .

Proposition 1 Le risque de BayesR(θ, δ(X)) du testδ(X)
pour tester les hypothèsesH1, . . . , Hn données par (1) avec
une fonction de perte arbitraireL(θi, θδ(X)) et les probabilités
a priori p1, p2, . . . ,pn satisfait

R(θ, δ(X))=
n
∑

i=1

i
∑

j=1

[piαi,jL(θi, θj)+pjαj,iL(θj , θi)] (10)

oùαi,j est donnée par (9).

2.3 Test Bayésien pour la perte 0-1

Le théorème suivant est une extension directe d’un ré-
sultat établi par [2] dans le cadre de la fonction de perte
L0−1(θi, θδ(X)).

Théorème 1 Le test bayésien̂δ0−1(X) pour tester les hypo-
thèsesH1, . . . ,Hn données par (1) avec la fonction de perte
0−1 et les probabilités a priorip1, p2, . . . ,pn est donné par

δ̂0−1(X) = arg max
1≤k≤n

(

Xk +
σ2

∆
ln pk

)

. (11)

Selon (10), le risque de Bayes deδ̂0−1(X) est

R0−1(θ, δ̂0−1(X)) =

n
∑

i=2

i−1
∑

j=1

(piα
0−1
i,j + pjα

0−1
j,i ) (12)

oùα0−1
i,j sont les erreurs de classification pourδ̂0−1(X).

3 Test Bayésien quadratique

3.1 Test Bayésien pour la perte quadratique

Le théorème suivant (dont la démonstration est omise par
manque de place) calcule le test Bayésien pour la fonction de
perteLQ(θi, θδ(X)) = ‖θi − θδ(X)‖22.

Théorème 2 Le test bayésien̂δQ(X) pour tester les hypo-
thèsesH1, . . . ,Hn données par (1) avec la fonction de perte
quadratiqueLQ(θi, θδ(X)) et les probabilités a priorip1, p2,
. . . ,pn est donné par

δ̂Q(X)= arg min
1≤m≤n

n
∑

k=1,k 6=m

pk‖θk−θm‖22 exp
(

∆Xk

σ2

)

. (13)

Selon (10), le risque de Bayes deδ̂Q(X) est

RQ(θ, δ̂Q(X)) =

n
∑

i=2

i−1
∑

j=1

(piα
Q
i,j + pjα

Q
j,i) ‖θi − θj‖2 (14)

oùαQ
i,j sont les erreurs de classification pourδ̂Q(X).

3.2 Performance asymptotique des tests

Les probabilités de classification erronées pourαQ
i,j sont très

difficiles à calculer de façon analytique. Le théorème 3 (dont
la démonstration est omise par manque de place) propose donc
des bornes pour évaluer ces probabilités. Il établit queα0−1

i,j

et αQ
i,j ont la même borne inférieure et la même borne supé-

rieure, désignées respectivement parP inf
i,j et P sup

i,j . Soit λ le
RSB défini parλ = ∆

σ
. SoientΦ(·) la fonction de répartition de

la loi normale centrée réduite etr = min1≤i6=j≤n ‖θi − θj‖22,
resp.R = max1≤i6=j≤n ‖θi − θj‖22, la distance minimale, resp.
maximale, entre les étiquettes.

Théorème 3 Les tests bayésienŝδ0−1(X) et δ̂Q(X) vérifient,
pour tout1 ≤ i 6= j ≤ n,

P inf
i,j ≤ α0−1

i,j ≤ P sup
i,j ,

P inf
i,j ≤ αQ

i,j ≤ P sup
i,j ,

P inf
i,j = Φ

(

ν1j,i −
λ√
2

) n
∏

k=1,k 6=j,k 6=i

Φ
(

ν1j,k
)

,

P sup
i,j = 1− Φn−2

(

ν2i,j +
λ√
2

) n
∏

k=1,k 6=j,k 6=i

Φ

(

ν2i,k +
λ√
2

)

,

νℓi,k =
Cℓ + ln pi

pk

λ
√
2

, ℓ = 1, 2, k = 1, ..., n, i 6= k,

C1 = ln
r

(n− 1)(R− r) +R
,

C2 = ln
r

(n− 2)(R− r) +R
.

À partir du théorème 3, il est clair quer, R et n affectent
conjointementP inf

i,j et P sup
i,j . Cependant, le corollaire suivant

montre que le rapport entreα0−1
i,j et αQ

i,j est borné par une
constante dépendant uniquement den lorsqueλ → +∞.

Corollaire 1 Lorsqueλ → +∞, les bornesP inf
i,j etP sup

i,j des

probabilités d’erreurs des testŝδ0−1(X) et δ̂Q(X) vérifient

P inf
i,j

λ→∞
∼

(

1

2

)n−2

Φ

(

− λ√
2

)

,

P sup
i,j

λ→∞
∼ 1− Φ2n−4

(

λ√
2

)

,

P sup
i,j

P inf
i,j

λ→∞
∼ (n− 2) · 2n−1

oùf(t)t→∞
∼ g(t) signifie quelimt→+∞ f(t)/g(t) = 1

pourf(t) > 0 etg(t) > 0.



SoitCseuil = (n−2)·2n−1 pourn ≥ 3. Le corollaire 1 conduit
immédiatement à

1

Cseuil
≤

α0−1
i,j

αQ
i,j

≤ Cseuil

lorsqueλ → +∞.

4 Résultats numériques

Cette section considère l’exemple de la localisation d’intru-
sion illustrée sur la figure 1 en supposant que toutes les proba-
bilitésa priori pi sont égales.
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FIGURE 2 – Estimation deα1,2 et celle deα1,3 pour les tests
δ̂0−1(X) et δ̂Q(X) en fonction deλ. Les bornesP inf
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lorsquen vaut respectivement5, 10 et15.

La figure 2 présente la comparaison entreδ̂0−1(X) et δ̂Q(X)
pour les probabilitésα1,2 et α1,3. Les autres probabilités se
comparent de façon similaire. Les probabilités sont estimées à
partir d’une simulation de Monte Carlo. Les bornes inférieure
et supérieureP inf

i,j et P sup
i,j sont tracées pour illustrer la perti-

nence du théorème 3. Pour l’exemple considéré, les étiquettes
θ1, θ2 et θ3 vérifient ‖θ1 − θ2‖22 < ‖θ1 − θ3‖22, il est donc
naturel queαQ

1,2 > αQ
1,3 pour le test quadratiquêδQ(X). Par

contre, le test usuel̂δ0−1(X) ne tient pas du tout compte de
cet écart métrique puisqueα0−1

1,2 = α0−1
1,3 . Par conséquent, on

peut en déduire qu’il existe une relation compensatrice entre
la probabilité de classification erronéeαQ

i,j et l’écart métrique
‖θi − θj‖22 afin de minimiser le risque quadratique de Bayes.

Afin d’illustrer le resserrement des bornes et leur utilité,l’or-
donnée de la figure 3 est tracée en échelle logarithmique. Les
bornesP inf

1,2 etP sup
1,2 , lorsquen vaut, respectivement,5 ,10, 15,

sont également tracées pour vérifier la relation entre les bornes
et le nombre des hypothèsesn. Le rapport deP sup

1,2 surP inf
1,2

tend vers une constante.

5 Conclusion

Cet article propose un test Bayésien pour classifier des
hypothèses multiples. Ce test minimise l’erreur quadratique
moyenne de classification des étiquettes vectorielles attribuées
aux hypothèses. Les performances statistiques de ce test sont
étudiées de façon analytique et comparées au test usuel qui
ne tient pas compte des différences métriques entre les hypo-
thèses.
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