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Résumé –Dans ce travail nous abordons le problème de l’estimation, en présencede bruit, d’un signal à valeurs complexes admettant une
représentation parcimonieuse dans une famille paramétrique de vecteurs dont les paramètres sont connus de manière imprécise. Nous formulons
ce problème d’estimation comme celui de la minimisation d’une fonction de coût non convexe sous contraintes non convexes. Un algorithme de
type explicite-implicite (forward-backward) permet d’apporter une solution numérique à ce problème d’optimisation. La mise en œuvre de cet
algorithme nécessite le calcul d’un opérateur proximal dont nous donnons la forme exacte. Nous montrons que la méthode proposée peut être
vue comme une généralisation d’une technique de seuillage dur itératif. Enutilisant des résultats récents d’analyse non lisse, nous étudions la
convergence de l’algorithme d’optimisation employé. Par ailleurs, nous illustrons le bon comportement numérique de l’approche proposée sur
des exemples d’analyse spectrale parcimonieuse.

Abstract – In this paper, we address the problem of estimating a complex-valued signal corrupted with noise. This signal is assumed to
have a sparse representation in an uncountable family of vectors the parameters of which are known in an imprecise manner. The problem is
formulated as the minimization of a nonconvex function subject to nonconvex constraints. A forward-backward algorithm is employed to solve
the corresponding numerical optimization problem. Implementing this algorithm requires the calculus of a proximal operator whose closed-
form expression is provided. In addition, this paper shows that the proposed method can be considered as a generalization of an iterative hard
thresholding algorithm. The algorithm convergence is also studied using recent nonsmooth analysis results. Simulation results illustrate the good
practical performance of the proposed approach when applied to spectral estimation.

1 Introduction

Dans ce travail, nous nous intéressons au problème classique
de l’estimation d’un signalx ∈ C

Q à partir d’observations :

y = x+ w (1)

oùw ∈ C
Q est une réalisation d’un bruit aléatoire. On suppose

que ce signal admet une représentation parcimonieuse dans une
famille E = {eν | ν ∈ R} de vecteurs deCQ paramétrés
par une variable scalaireν ∈ R. Plus précisément, le signal
x ∈ C

Q peut s’écrire sous la forme

x =

N∑

n=1

cneνn
(2)

où {eνn
| 1 ≤ n ≤ N} est un sous-ensemble fini deE , un

grand nombre de composantes du vecteurc = (cn)1≤n≤N ∈
C
N étant supposées nulles [4].
L’originalité de ce travail est de se placer dans le cas où les

paramètres(νn)1≤n≤N sont connus de manière imprécise,i.e.
ils sont tels que, pour toutn ∈ {1, . . . , N},

νn = θn + δn (3)

où θn ∈ R est une valeur fixée etδn ∈ R est une erreur in-
connue qui doit être estimée. Sous les hypothèses que les per-
tubations(δn)1≤n≤N sont petites et que la fonctionν 7→ eν est
différentiable, un développement de Taylor au premier ordre
conduit à

(∀n ∈ {1, . . . , N}) eνn
≃ eθn + δne

′
θn

(4)

où e′θn est le gradient deν 7→ eν en θn. Après cette approxi-
mation, le modèle (2) prend une forme bilinéaire :

x =
N∑

n=1

(
cneθn + cnδne

′
θn

)
. (5)

Une approche similaire a été proposée dans [7] pour décom-
poser un signal sous forme de versions translatées d’éléments
d’un dictionnaire. Cependant, l’approcheℓ1 considérée était li-
mitée aux signaux à valeurs réelles. L’étude d’un modèle par-
cimonieux perturbé a été également effectuée dans [10] en op-
timisant un critère de type moindres carrés totaux (total least
squares) pénalisé par un termeℓ1. Notre approche diffère par
les points suivants :

– elle est basée sur l’emploi d’une pénalisationℓ0,
– les erreurs(δn)1≤n≤N sont supposées telles que

(∀n ∈ {1, . . . , N}) |δn| ≤ ∆n, (6)



les bornes(∆n)1≤n≤N ∈ [0,+∞[N étant fixées au préa-
lable,

– un terme de fidélité quelconque peut être employé pourvu
qu’il soit de gradient lipschitzien.

L’article est organisé comme suit : la section 2 présente la dé-
marche d’optimisation proposée et décrit l’algorithme explicite-
implicite employé. Ensuite, la section 3 illustre l’applicabilité
de cet algorithme à travers un ensemble de résultats en estima-
tion spectrale. Une conclusion est apportée dans la section4.

2 Méthode proposée

2.1 Formulation variationnelle.

Afin d’identifier le modèle parcimonieux perturbé, nous pro-
posons de résoudre le problème d’optimisation suivant :

minimiser
c=(cn)1≤n≤N∈C

N

δ=(δn)1≤n≤N∈B

Φ
( N∑

n=1

(
cneθn + cnδne

′
θn

)
− y

)

+ λℓ0(c) +
ǫ

2
‖c‖2 (7)

oùB est le pavé deRN défini par[−∆1,∆1]×· · ·×[−∆N ,∆N ],
Φ: CQ → R est le terme de fidélité aux données souvent lié
à l’anti-log-vraisemblance du bruit entâchant les observations,
λ ∈]0,+∞[ est un paramètre de régularisation servant à impo-
ser la “sparsité” de la représentation etǫ ∈ [0,+∞[. Le dernier
terme joue un rôle similaire à celui d’une pénalisation élas-
tique [11].

Dans la suite, on introduit les matricesE = [eθ1 . . . eθN ] ∈
C
Q×N , E′ = [e′θ1 . . . e

′
θN

] ∈ C
Q×N , et l’on définit, pour tout

n ∈ {1, . . . , N} et (cn, dn) ∈ C
2, la fonction

ψn(cn, dn) = λχ{0}(cn) + ιSn
(cn, dn) +

ǫ

2
|cn|

2, (8)

où ιSn
est la fonction indicatrice du cône fermé

Sn = {(cn, dn) ∈ C
2 | ∃δn ∈ [−∆n,∆n], dn = δncn}. (9)

On peut alors reformuler le problème (7) comme celui de la
minimisation de la fonction

(c, d) 7→ Φ
(
[E E′]

[
c
d

]
− y

)
+

N∑

n=1

ψn(cn, dn). (10)

2.2 Algorithme proposé.

Si l’on fait l’hypothèse que la fonctionΦ est différentiable,
on peut apporter une solution numérique au problème (7) en
employant l’algorithme 1.

Soit H un espace de Hilbert de dimension finie. Nous rap-
pelons que l’opérateur proximal d’une fonctionϕ : H →] −
∞,+∞] propre, semi-continue inférieurement telle queinf ϕ >
−∞, est défini par

(∀u ∈ H) proxϕ(u) ∈ argmin
v∈H

1

2
‖u− v‖2 +ϕ(v). (11)

Algorithme 1 (algorithme explicite-implicite)

(c(0), d(0)) ∈ (CN )2

(γ, γ) ∈]0,+∞[2

Pour k = 0, 1, . . .

γ(k) ∈]γ, γ[

D(k) = ∇Φ
(
[E E′]

[
c(k)
d(k)

]
− y

)

(c̃
(k)
n )1≤n≤N = c(k) − γ(k)EHD(k)

(d̃
(k)
n )1≤n≤N = d(k) − γ(k)(E′)HD(k)

(c
(k+1)
n , d

(k+1)
n )1≤n≤N =

(
proxγ(k)ψn

(c̃
(k)
n , d̃

(k)
n )

)
1≤n≤N

.

La mise en œuvre de l’algorithme 1 nécessite le calcul des
opérateurs proximaux [6] des fonctions(ψn)1≤n≤N . Ces fonc-
tions sont non convexes, mais on peut montrer que leurs opé-
rateurs proximaux prennent la forme relativement simple sui-
vante :

(∀n ∈ {1, . . . , N})
(
∀(cn, dn) ∈ C

2
)
(∀γ ∈]0,+∞[)

proxγψn
(cn, dn)

=





(0, 0) si |cn|2 + |dn|
2 <

|δ̂ncn−dn|
2+2γλ (1+γǫ+δ̂2

n
)

1+δ̂2
n

cn + δ̂ndn

1 + γǫ+ δ̂2n
(1, δ̂n) sinon,

où, pourRe(cnd∗n) 6= 0,

δ̂n = min
{ηn + (1 + γǫ)|dn|

2 − |cn|
2

2|Re(cnd∗n)|
,∆n

}
sign

(
Re(cnd

∗
n)
)

etηn =

√(
(1 + γǫ)|dn|2 − |cn|2

)2
+ 4(1 + γǫ)

(
Re(cnd∗n)

)2
.

Il est intéressant de remarquer que, dans le cas particulier
où Φ est un critère de moindres carrés,∆n ≡ 0 et ǫ = 0,
l’algorithme se réduit à un seuillage dur itératif [2].

2.3 Théorème de convergence.

Le problème d’optimisation considéré étant non convexe, la
convergence de l’algorithme explicite-implicite n’est pas évi-
dente. En utilisant des résultats récents d’analyse non lisse pour
les fonctions à valeurs réelles [1], on peut cependant démontrer
la propriété suivante :

Proposition 2.1. SiΦ est une fonction semi-algébrique de gra-
dientL-lipschitzien avecL ∈]0,+∞[, si les bornesγ et γ sur
le pas de l’algorithme sont choisies telles que

0 < γ ≤ γ < L−1(‖E‖2 + ‖E′‖2)−1, (12)

et si ǫ > 0, alors toute suite(c(k), d(k))k∈N générée par l’al-
gorithme1 converge vers un point critique de la fonction(10).

Rappelons qu’une fonction deCQ versR est semi-algébrique
si son graphe est une union d’un nombre fini d’ensembles défi-
nis par un nombre fini d’inégalités polynomiales (en les parties



reélles et imaginaires de ses variables). Par ailleurs,‖E‖ (resp.
‖E′‖) désigne la norme spectrale de la matriceE (resp.E′).

Par ailleurs, nous avons pu établir que, siΦ est convexe, tout
point critique de la fonction (10) est, sous une condition peu
restrictive, minimiseur local de cette fonction.

3 Application à l’analyse spectrale

Afin d’illustrer le bon comportement de la méthode propo-
sée, nous considérons un problème d’estimation spectrale par-
cimonieuse [3]. Nous proposons ici une alternative aux mé-
thodes de raffinement de grilles de recherche [8, 9]. Nous consi-
dérons un signal analogique à valeurs complexes exprimé com-
me suit :

(∀t ∈ R) s(t) =
N∑

n=1

cn exp(ıνnt) (13)

où (νn)1≤n≤N ∈ [0, 2π[N sont des fréquences angulaires dis-
tinctes et(cn)1≤n≤N sont des amplitudes complexes inconnues
supposées parcimonieuses. Ce signal est perturbé par un bruit
additif v. Le signal observéz s’écrit ainsi

(∀t ∈ R) z(t) = s(t) + v(t). (14)

Nous disposons deQ observations dez échantillonnées irré-
gulièrement à des instants(τq)1≤q≤Q choisis de manière aléa-
toire sur[0, Q]. Cela conduit au modèle (1)-(2) en posanty =(
z(τq)

)
1≤q≤Q

et w =
(
v(τq)

)
1≤q≤Q

. Le vecteurw est sup-
posé gaussien complexe circulaire, centré et de matrice de co-
varianceσ2

IQ.
Le dictionnaire est constitué de cisoïdes définies par

(∀ν ∈ R) eν =
(
exp(ıντq)

)
1≤q≤Q

(15)

et nous avons donc

(∀ν ∈ R) e′ν =
(
ıτq exp(ıντq)

)
1≤q≤Q

. (16)

Une approche classique dans ce contexte est d’échantillon-
ner uniformément le domaine fréquentiel :

(∀n ∈ {1, . . . , N}) θn = 2π
n− 1

N
. (17)

En prenant, pour toutn ∈ {1, . . . , N},∆n = π/N , la méthode
proposée permet de prendre en compte des pulsations qui ne
sont pas multiples de2π/N .

Nous illustrons les performances de notre méthode dans le
cas d’un signal complexes correspondant à la somme de 4 ci-
soïdes. Le dictionnaire employé est composé deN = 500 ci-
soïdes de pulsations régulièrement échantillonnées sur
[0, 2π]. Notons que les pulsations des composantes parcimo-
nieuses des n’appartiennent pas à la grille de recherche. Nous
présentons dans le tableau 1 l’erreur quadratique normalisée du
signal estimé avec l’algorithme 1, lorsqueΦ est le carré de la
norme euclidienne. Les valeurs présentées sont des moyennes
obtenues par une étude de Monte Carlo menée sur 100 réali-
sations et pour différentes valeurs du rapport signal sur bruit
(RSB).

TABLE 1 – Valeurs de l’erreur quadratique calculées pour 100
réalisations (4 cisoïdes).

RSB (dB) ℓ1 ℓ0 Méthode proposée

14.82 0.452 0.224 0.043
19.82 0.445 0.206 0.024
24.82 0.443 0.198 0.013
29.72 0.442 0.201 0.007

A titre de comparaison, nous donnons également les valeurs
d’erreur correspondant à l’utilisation de coûtsℓ1 et ℓ0. Notre
approche conduit à des gains substantiels par rapport à l’utilisa-
tion d’une stratégie basée sur la simple minimisation d’un coût
ℓ1 ainsi que sur l’emploi direct d’un algorithme de seuillage dur
itératif. Notons que la minimisationℓ1 correspond plus préci-
sément à la résolution du problème suivant :

minimiser
c∈S′

ℓ1(c) (18)

oùS′ = {c ∈ C
N | ‖Ec− y‖2 ≤ Qσ2}. Les résultats de cette

minimisation servent d’initialisation à notre algorithme.
Un algorithme primal-dual proximal [5] est mis en œuvre

pour résoudre ce problème de manière efficace. Par ailleurs,le
paramètre de régularisationλ est choisi de manière automa-
tique, par une approche dichotomique.

Les résultats présentés sur les figures 1(a) et (b) (resp. 1(c)
et (d)) permettent d’évaluer la qualité des estimations typique-
ment obtenues lors de l’identification de 4 (resp. 6) cisoïdes.

4 Conclusion

Dans cet article, nous avons proposé une approche variation-
nelle pour l’estimation de signaux parcimonieux. L’originalité
du modèle considéré réside dans le fait que les éléments du dic-
tionnaire sont paramétrés par une variable réelle variant conti-
nuement.

Un algorithme itératif proximal dont nous avons étudié les
propriétés de convergence locale nous permet de résoudre le
problème non convexe associé. Il convient de noter qu’en l’ab-
sence de perturbations, l’algorithme proposé se réduit à unal-
gorithme de seuillage dur itératif.

Les résultats de simulation obtenus dans un contexte d’esti-
mation spectrale, lorsque les observations sont irrégulièrement
échantillonnées de façon aléatoire, nous ont permis d’évaluer
la qualité des estimations produites.

Références

[1] H. Attouch, J. Bolte, and B. F. Svaiter. Convergence of
descent methods for semi-algebraic and tame problems :
proximal algorithms, forward backward splitting, and re-
gularized Gauss-Seidel methods.Math. Prog., 137(1-
2) :1–39, Fév. 2013.



0 1 2 3 4 5 6
0

0.5

1

1.5

pulsations

|c
n|

0 1 2 3 4 5 6

−6

−4

−2

0

2

4

6

x 10
−3

pulsations

δ n

(a) (b)

0 1 2 3 4 5 6
0

0.5

1

1.5

pulsations

|c
n|

0 1 2 3 4 5 6

−6

−4

−2

0

2

4

6

x 10
−3

pulsations

δ n

(c) (d)
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