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Résumé – Le but de ce travail est de reconstruire une image dégradée par un opérateur linéaire et perturbée par un bruit additif
gaussien dont la variance dépend linéairement de l’image originale. La fonction d’attache aux données considérée (obtenue grâce à
une estimation par maximum a posteriori) est non convexe et la fonction de régularisation est non lisse. Nous proposons de résoudre
ce problème grâce à un algorithme Explicite-Implicite (Forward-Backward FB) accéléré par l’introduction d’une métrique variable.
Cette métrique est choisie suivant la théorie de la Majoration-Minimisation, ce qui constitue un avantage significatif par rapport
aux travaux existants où ce choix est souvent fait de manière empirique. L’algorithme présenté permet plus généralement de
traiter la somme d’une fonction (non nécessairement convexe) différentiable et d’une fonction (non nécessairement différentiable)
convexe. Nous montrons sa convergence en utilisant des résultats récents de l’analyse non lisse. Nos résultats de simulations
illustrent l’accélération produite sur la vitesse de convergence du critère ainsi que des itérées. Les courbes de convergence obtenues
montrent que notre algorithme se compare favorablement à l’algorithme FB classique et à ses formes accélérées telles que FISTA.

Abstract – The aim of this work is to restore an image degraded by a linear operator and corrupted with an additive Gaussian
noise whose variance depends on the original image. The considered data-fidelity term (resulting from a maximum a posteriori
approach) is non convex and the penalty function is nonsmooth. We propose to solve this problem thanks to a Forward-Backward
algorithm (FB) accelerated by the use of a variable metric. This metric is chosen according to the Majorization-Minimization
theory, which constitutes a significant advantage over existing works where this metric is often chosen empirically. The proposed
algorithm allows us to handle more generally the sum of a differentiable (not necessarily convex) function and a convex (not
necessarily differentiable) function. We prove its convergence using recent results of nonsmooth analysis. Our simulation results
show the acceleration produced on the speed of convergence in terms of criterion values and iterates. The convergence curves
show that our algorithm compares favorably with the classical FB algorithm and its accelerated forms such as FISTA.

1 Introduction

On s’intéresse à l’estimation x̂ ∈ R
N d’une image origi-

nale x̄ ∈ R
N à partir d’observations z ∈ R

M de la forme
z = Hx̄+ b, où H ∈ R

M×N est une matrice modélisant la
dégradation subie par l’image (e.g. un opérateur de convo-
lution) et b ∈ R

M est un bruit additif. Une stratégie ef-
ficace pour traiter ce problème est de définir x̂ comme
étant un minimiseur d’un critère pénalisé G = F + R, où
F est une fonction d’attache aux données et R est une
fonction de régularisation qui favorise certaines propriétés
a priori de la solution. Nous supposons que F est diffé-
rentiable de gradient Lipschitz et R est convexe, propre,
semi-continue inférieurement (sci). Dans le cas où R est
lisse, des algorithmes efficaces pour résoudre ce problème
de minimisation sont notamment les algorithmes de gra-
dient préconditionné [1] et de Majoration-Minimisation
(MM) [2]. Dans le cas où R est non lisse, l’algorithme
Explicite-Implicite (Forward-Backward, FB) [3] peut être

utilisé. Cependant, ce dernier peut souffrir de lenteurs de
convergence. Deux approches ont été proposées dans la lit-
térature pour remédier à ce problème. La première repose
sur une accélération de type sous-espace qui utilise des
informations des itérations précédentes pour construire
la nouvelle itérée (par exemple, l’algorithme FISTA [4]).
La seconde s’appuie sur l’emploi d’une métrique variable,
c’est-à-dire d’une modification à chaque itération de la mé-
trique sous-jacente. Cette stratégie est utilisée par l’algo-
rithme Explicite-Implicite à Métrique Variable (Variable

Metric Forward-Backward, VMFB) [5, 6] :

x0 ∈ domR

Pour k = 0, 1, . . .
⌊

yk = proxγ−1
k

Ak,R
(xk − γkA

−1
k ∇F (xk)),

xk+1 = xk + λk(yk − xk),

(1)

où, pour tout k ∈ N, ∇F (xk) est le gradient de F en
xk, Ak ∈ R

N×N est une matrice symétrique définie po-
sitive et (γk, λk) ∈]0,+∞[2. De plus, pour tout x ∈ R

N ,



proxγ−1
k

Ak,R
(x) est l’opérateur proximal de R en x rela-

tif à la métrique induite par γ−1
k Ak [5], i.e. l’unique mi-

nimiseur de R + 1
2‖ · −x‖2

γ
−1
k

Ak

où, pour tout y ∈ R
N ,

‖y‖2
γ
−1
k

Ak

= y⊤(γ−1
k Ak)y. On remarque que, d’une part,

si R ≡ 0 , on retrouve un algorithme de gradient précondi-
tionné. D’autre part, si, pour tout k ∈ N, Ak = IN , où IN
est la matrice identité de RN , on retrouve l’algorithme FB.
En se limitant au cas où F est convexe, la convergence de
l’algorithme (1) a été démontrée dans [5]. Cependant, au-
cune méthode constructive n’a été présentée pour choisir
les matrices (Ak)k∈N.

Dans la section 2 de cet article, nous proposons une
stratégie de construction des matrices (Ak)k∈N basée sur
une approche MM. Ce choix conduit à un nouveau résultat
de convergence pour l’algorithme VMFB, qui reste valide
dans le cas où la fonction F est non convexe. Puis, dans la
section 3, nous illustrons les performances de l’approche
proposée sur un exemple de reconstruction d’image.

2 Méthode proposée

Par la suite, nous supposons F de gradient L-Lipschitz
sur domR (i.e. pour tout (x, y) ∈ (domR)2,
‖∇F (x)−∇F (y)‖ ≤ L‖x− y‖) et R convexe, propre, sci
sur R

N et continue sur son domaine. De plus, nous sup-
posons que G est coercive (i.e. lim‖x‖→+∞ G(x) = +∞).
Ces hypothèses nous permettent d’assurer l’existence d’un
minimiseur du critère G.

2.1 Algorithme VMFB inexact

Comme il l’a été souligné dans [6], l’opérateur proxi-
mal relatif à une métrique n’est pas toujours calculable
de manière explicite. Pour remédier à ce problème, nous
introduisons une version inexacte de l’algorithme (1) qui
nous permettra de calculer l’opérateur proximal de façon
approchée.

x0 ∈ domR, τ ∈]0,+∞[
Pour k = 0, 1, . . .
















Trouver yk ∈ R
N et r(yk) ∈ ∂R(yk) tels que

(yk − xk)
⊤∇F (xk) + γ−1

k ‖yk − xk‖
2
Ak

≤ R(xk)−R(yk),
‖∇F (xk) + r(yk)‖ ≤ τ‖yk − xk‖Ak

,

xk+1 = xk + λk(yk − xk).

(2)

2.2 Choix des métriques

Nous proposons de définir les matrices (Ak)k∈N, servant
à définir la métrique variable des algorithmes (1) et (2),
en utilisant la théorie MM. Pour tout k ∈ N, la matrice
Ak est choisie de façon à ce que la fonction quadratique

Q(·, xk) = F (xk)+(·−xk)
⊤∇F (xk)+

1

2
(·−xk)

⊤Ak(·−xk),

soit une fonction majorante de F en xk sur le domaine de
R, c’est-à-dire, pour tout x ∈ domR,

F (x) ≤ Q(x, xk) et F (xk) = Q(xk, xk). (3)

Par ailleurs, pour tout k ∈ N, Ak est supposée symétrique
et de spectre borné au sens où il existe (ν, ν) ∈]0,+∞[2,
avec 0 < ν ≤ ν, tel que,

(∀x ∈ R
N ) ν‖x‖2 ≤ ‖x‖2Ak

≤ ν‖x‖2. (4)

Remarquons qu’il est toujours possible de construire de
telles matrices. En particulier, (3) est vérifiée si, pour tout
k ∈ N, Ak = L IN , où L est la constante de Lipschitz de
∇F ([1, Prop. A.24]).

2.3 Théorème de convergence

La construction proposée conduit à la propriété de des-
cente suivante, décrivant le comportement de la suite
(G(xk))k∈N

, où (xk)k∈N est une suite générée par l’algo-
rithme (1) (ou (2)).

Proposition 1. Il existe µ ∈]0,+∞[ tel que,

(∀k ∈ N) G(xk+1) ≤ G(xk)−
µ

2
‖xk+1 − xk‖

2.

Supposons de plus que le critère G satisfasse l’inégalité
de Kurdyka-Łojasiewicz [7], i.e., pour tout ξ ∈ R et pour
tout sous-espace borné E de R

N , il existe trois constantes
κ > 0, ζ > 0 et θ ∈ [0, 1[ telles que,

(∀r(x) ∈ ∂R(x)) ‖∇F (x) + r(x)‖ ≥ κ|G(x) − ξ|θ,

pour tout x ∈ E tel que |G(x) − ξ| ≤ ζ.
Sous les hypothèses considérées, le théorème suivant

nous permet de décrire le comportement asymptotique des
suites (xk)k∈N et (yk)k∈N générées par l’algorithme (1) (ou
(2)).

Théorème 1. Si les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) 0 < infℓ∈N (λℓγℓ) et supℓ∈N (λℓγℓ) < 2,

(ii) pour tout k ∈ N, 0 < infℓ∈N λℓ ≤ λk ≤ 1,

(iii) il existe η ∈]0, 1] tel que, pour tout k ∈ N,

G(xk+1) ≤ (1− η)G(xk) + ηG(yk),

alors limk→+∞ xk = limk→+∞ yk = x̂, où x̂ est un point

critique de G, et les suites (G(xk))k∈N
et (G(yk))k∈N

convergent toutes deux vers G(x̂).

Remarquons que beaucoup de fonctions satisfont l’in-
égalité de Kurdyka-Łojasiewicz. C’est en particulier le cas
pour les fonctions réelles analytiques et semi-algébriques.
D’autre part si, pour tout k ∈ N, xk+1 est choisi tel
que G(xk+1) ≤ G(yk) (c’est le cas en particulier pour
λk ≡ η ≡ 1), alors la condition (iii) est vérifiée.

Le critère G n’étant pas convexe, le théorème 1 n’assure
la convergence des suites (xk)k∈N et (yk)k∈N que vers un
minimiseur local de G. Il est donc utile d’introduire le co-
rollaire suivant qui permet d’assurer sa convergence locale
vers un minimiseur global.



Corollaire 1. Sous les mêmes conditions que le théo-

rème 1, s’il existe υ > 0 tel que

G(x0) ≤ inf
x∈RN

G(x) + υ,

alors (xk)k∈N et (yk)k∈N convergent toutes deux vers un

minimiseur de G.

3 Application au problème de re-

construction d’image

3.1 Modèle

Afin d’illustrer les performances de l’algorithme VMFB,
nous considérons un problème de reconstruction d’image
en tomographie parallèle [9] en présence de bruit gaussien
dépendant. Les observations sont de la forme :

(∀m ∈ {1, . . . ,M})

z(m) = [Hx̄](m) +
√

α(m)[Hx̄](m) + β(m)w(m), (5)

où H ∈ [0,+∞[M×N est une matrice de Radon, [Hx](m)

est la m-ème composante de Hx, (α(m))1≤m≤M ∈ [0,+∞[M ,
(β(m))1≤m≤M ∈]0,+∞[M et (w(m))1≤m≤M est une réali-
sation d’un vecteur aléatoire gaussien de moyenne nulle et
de matrice de covariance IM . Le modèle d’observation (5)
se rencontre dans de nombreux systèmes d’imagerie [10]
dans lesquels les acquisitions sont dégradées par un bruit
signal-dépendant lié au comptage de photons, et un bruit
indépendant électronique. Le bruit gaussien dépendant
peut être également vu comme une approximation au se-
cond ordre du bruit Poisson-gaussien fréquemment consi-
déré en imagerie médicale. Le terme d’attache aux données
est défini, pour tout x ∈ [0,+∞[N , comme étant l’anti-log-
vraisemblance des données : F (x) = F1(x) + F2(x), où

F1(x) =
1

2

M
∑

m=1

ρ1([Hx](m)) et F2(x) =
1

2

M
∑

m=1

ρ2([Hx](m)),

et, pour tout u ∈ [0,+∞[,

ρ1(u) =
(u− z(m))2

α(m)u+ β(m)
et ρ2(u) = log(α(m)u+ β(m)).

D’autre part, une régularisation hybride est considérée :

R = ι[xmin,xmax]N +

J
∑

j=1

ϑ(j)|[W ·](j)|, (6)

où ι[xmin,xmax]N est la fonction indicatrice du pavé
[xmin, xmax]

N , W ∈ R
J×N et (ϑ(j))1≤j≤J ∈ [0,+∞[J .

3.2 Construction de la majorante

L’algorithme que nous avons proposé se base sur le choix
de matrices (Ak)k∈N qui doivent satisfaire les équations
(3) et (4). Pour construire de telles matrices, remarquons

que la fonction F est additivement séparable et que, pour
tout m ∈ {1, . . . ,M}, ρ(m)

1 est convexe et ρ(m)
2 est concave.

Dans ce cas, pour tout k ∈ N, si xk est généré par la k-
ème itération de l’algorithme (1) (ou (2)), une fonction
majorante de F2 sur [0,+∞[N en xk est donnée par

(∀x ∈ R
N ) Q2(x, xk) = F2(xk) + (x − xk)

⊤∇F2(xk).

D’autre part, grâce à la convexité des fonctions
(ρ

(m)
1 )1≤m≤M et la stricte concavité de leurs dérivées, en

se basant sur une approche similaire à celle suivie dans
[11], le lemme suivant permet de construire une fonction
majorante de F1 en xk.

Théorème 2. [8, Lem. 4.1] Pour tout k ∈ N, une ma-

jorante de F1 sur [0,+∞[N en xk est donnée, pour tout

x ∈ R
N , par

Q1(x, xk) = F1(xk) + (x− xk)
⊤∇F1(xk)

+
1

2
(x− xk)

⊤Ak(x− xk),

où, pour H ∈ [0,+∞[M×N ,

Ak = Diag
(

P⊤ω(Hxk)
)

+ ε IN ,

ε ≥ 0, P =
(

P (m,n)
)

1≤m≤M,1≤n≤N
est la matrice dont les

éléments sont donnés, pour tout (m,n) ∈ {1, . . . ,M} ×

{1, . . . , N}, par P (m,n) = H(m,n)
N
∑

p=1

H(m,p), et

ω : u ∈ [0,+∞[ 7→ (ω(m)(u))1≤m≤M avec, pour tout m ∈
{1, . . . ,M} et pour tout u ∈ [0,+∞[,

ω(m)(u) =

{

ρ̈
(m)
1 (0) si u = 0,

ρ
(m)
1 (0)−ρ

(m)
1 (u)+uρ̇

(m)
1 (u)

u2 si u > 0.

3.3 Implémentation de l’étape implicite

À chaque itération k ∈ N de l’algorithme (1), l’étape
correspondant au calcul de l’opérateur proximal de R en
x̃k = xk − γkA

−1
k ∇F (xk) relatif à la métrique induite par

γ−1
k Ak s’écrit

yk = argmin
x∈R

N

R(x) +
1

2
‖x− x̃k‖

2
γ
−1
k

Ak

.

La présence de la matrice W dans (6) nous empêche ici de
déterminer yk de manière explicite. Nous proposons donc
de le calculer de façon itérative en utilisant l’algorithme
Explicite-Implicite Dual (Dual Forward-Backward [12]).

3.4 Résultats

Nous présentons les résultats obtenus lorsque l’image
originale x̄ correspond à une coupe du fantôme Zubal [13]
de dimension N = 128 × 128, où xmin = 0 et xmax = 1,
et H modélise M = 16384 projections parallèles à par-
tir d’acquisitions de 128 lignes et 128 angles. Pour tout
m ∈ {1, . . . ,M}, nous prenons α(m) = 0.01 et β(m) = 0.1.



En ce qui concerne W , nous utilisons une transformation
en ondelettes redondantes de Daubechies d’ordre 8 sur 3
niveaux de résolution. Cette décomposition correspond à
une trame à l’analyse ajustée (tight frame) de constante
égale à 64. Les paramètres (ϑ(j))1≤j≤J sont choisis de fa-
çon à maximiser le RSB entre x̄ et x̂ défini par

RSB = 10 log10

(

‖x̄‖2

‖x− x̄‖2

)

.

Les figures 1(a)-(b) représentent les projections bruitées et
l’image reconstruite par la méthode proposée. De plus, les
figures 1(c)-(d) illustrent les variations de (G(xk)−G(x̂))k
et de (‖xk − x̂‖)k en fonction du temps de calcul pour les
algorithmes VMFB, FB [7] et FISTA [4]. Pour VMFB, le
paramètre de relaxation est fixé à λk ≡ 1. Les résultats de
FB et de VMFB sont présentés pour deux valeurs du pas :
γk ≡ 1 et γk ≡ 1.9. Nous observons que le second choix
conduit à de meilleurs résultats en terme de vitesse de
convergence. De plus, nous remarquons que l’introduction
de la métrique variable permet d’accélérer la vitesse de
convergence du critère ainsi que celle des itérées.
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Figure 1 – Projections bruitées (a), image restaurée, RSB=18.9

dB (b) et comparaisons entre l’algorithme VMFB avec γk ≡ 1 (traits
fins continus) et γk ≡ 1.9 (traits épais continus), l’algorithme FB
avec γk ≡ 1 (traits fins discontinus) et γk ≡ 1.9 (traits épais dis-
continus) et FISTA (traits pointillés) en terme de convergence du
critère (c) et des itérées (d).

4 Conclusion

Nous avons proposé un algorithme Explicite-Implicite
accéléré par l’introduction d’une métrique variable. Le
choix de cette métrique est basé sur la théorie MM. La
convergence de l’algorithme est assurée dans le cas où F

est une fonction (non nécessairement convexe) différen-

tiable, de gradient Lipschitz et R est une fonction (non
nécessairement différentiable) convexe.

Les résultats de convergence présentés dans la section 2
nous ont permis de traiter un problème de reconstruc-
tion d’image en tomographie dans le cas d’un bruit gaus-
sien dépendant. Les résultats obtenus montrent que notre
algorithme se compare favorablement à l’algorithme FB
classique et à ses formes accélérées telles que FISTA.
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