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Résumé – Dans cet article, nous étudions l’oscillateur harmonique amorti excité par un bruit α−stable, dans le plan de phase position-vitesse.
Ces deux composantes suivent une loi α−stable bivariée : nous en explicitons la mesure spectrale et étudions ses propriétés. Nous montrons en
particulier que les propriétés d’indépendance et d’ellipticité du cas Gaussien sont perdues dans le cas α−stable non-Gaussien et proposons des
indicateurs possibles d’écart à l’ellipticité.

Abstract – In this paper, we study the harmonic oscillateur excited by an α−stable noise in the position-velocity phase space. These two
components are bivariate α−stable: in this paper we explicit the associated spectral measure and we study its properties. In particular, we show
that, contrarily to the Gaussian case, the position and the velocity are not independent and do not follow an elliptical distribution anymore. We
then propose possible measures of deviation from ellipticity.

1 Introduction.
Dans une contribution récente [1], Sokolov et al. étudient le

comportement de l’oscillateur harmonique excité par un bruit
de type α−stable. Ils montrent que, sauf dans le cas limite
Gaussien, la loi mutuelle de la position et de la vitesse n’est
ni séparable ni elliptiquement distribuée, mais reste toutefois
α−stable bivariée [1, 2]. De plus, ils fournissent une mesure
de la dépendance entre ces coordonnées. Dans cet article, nous
montrons plus directement que la loi mutuelle de la position et
de la vitesse est α−stable et surtout nous explicitons sa mesure
spectrale. L’expression de cette dernière nous permet de prou-
ver analytiquement la non-indépendance et la non-ellipticité
de ces composantes. La connaissance de la mesure spectrale
nous permet également de mesurer un écart à l’ellipticité, en
la comparant à la forme d’un vecteur α−stable elliptiquement
distribué. Dans des problèmes de détection ou d’estimation,
les méthodes utilisées dans le cas Gaussien s’étendent plus ou
moins facilement au cadre non-Gaussien mais toujours ellipti-
quement distribué [3]. Cependant, la perte de la propriété d’el-
lipticité peut remettre en cause la pertinence de ces approches,
ce qui motive notre étude.

2 Brefs rappels sur les vecteurs
aléatoires α−stables.

2.1 Fonction caractéristique.
Un vecteur aléatoire X ∈ Rd est α−stable si [4, Def. 2.1.1]

pour tous réels positifs a et b, il existe un réel positif c et un vec-
teur d ∈ Rd tels que aX(1) + bX(2)

d= cX + d où d= désigne
l’égalité en distribution et X(i) sont des copies indépendantes

de X . On montre alors qu’il existe un réel α ∈ [0 ; 2] appelé
indice de stabilité tel que aα + bα = cα. En dehors des cas
connus Gaussien (α = 2), Cauchy (α = 1) ou Lévy (α = 1

2 ),
il n’existe pas de forme explicite de la densité α−stable à
l’aide des fonctions usuelles. On notera toutefois l’existence de
formes explicites en termes de fonctions spéciales dans le cas
où α est rationnel [5]. Cependant, pour tout indice α la fonc-
tion caractéristique ΦX(u) = E[eıu

tX ] peut être explicitée
sous plusieurs formes équivalentes.

La représentation classique est [4, th. 2.3.1]

ΦX(u) = exp
(
−
∫

Sd

∣∣uts∣∣α(1 + ıηα
(
uts
))

Λ(ds) + ıutµ

)
, (1)

où Sd est la sphère unité de Rd et Λ une mesure finie sur Sd
appelée la mesure spectrale du vecteur X . Le vecteur µ est
un paramètre de position et la fonction d’asymétrie ηα(u) =
− sign(u) tan

(
πα
2

)
si α 6= 1 et ηα(u) = 2

π sign(u) log |u| si
α = 1. Si la mesure spectrale admet une densité par rapport à
la mesure de Haar A(ds) sur la sphère, nous la noterons λ si
bien que Λ(ds) = λ(s)A(ds). Pour d = 1, S1 = {−1 , 1} et
l’expression (1) devient

ΦX(u) = exp (−σα|u|α (1 + ı βηα(u)) + ıuµ) , (2)
où σ ≥ 0 est le paramètre d’échelle et β ∈ [−1 ; 1] le facteur
d’asymétrie.

Une représentation équivalente à (1) est la suivante [4, §3.2]

ΦX(u) = exp
(
−
∫
D

∣∣utG(y)
∣∣α (1 + ıβ(y)ηα

(
utG(y)

))
exp

(
−
∫
D
×M(dy) + ıutµ0

)
, (3)

où D est un espace M -mesurable, β : D 7→ [−1 ; 1] une
fonction M -mesurable et G : D 7→ Rd une fonction M -
mesurable telle que

∫
D ‖G(y)‖αM(dy) < +∞ et de plus∫

DG(y) log ‖G(y)‖M(dy) < +∞ si α = 1.



2.2 Quelques propriétés.
On rappelle que lorsque α < 2, les vecteurs α−stables

n’admettent pas de moments d’ordre supérieur ou égal à α.
En particulier, ils n’admettent pas de matrice de covariance.
Lorsque α = 2, l’asymétrie disparait de (1)-(3) et l’on retrouve
le cas Gaussien de moyenne µ et de matrice de covariance
R = 2

∫
Sd ss

tΛ(ds) =
∫
DG(y)G(y)tM(dy).

Un vecteur α−stable est à composantes indépendantes si et
seulement si sa mesure spectrale est discrète et concentrée sur
les intersections des axes avec la sphère Sd [4, Ex. 2.3.5].

Lorsque le paramètre de position µ = 0 et que la mesure Λ
est symétrique, la distribution est dite centro-symétrique et la
fonction d’asymétrie ηα disparaı̂t dans (1) [4, Th. 2.4.3].

Enfin, le vecteur X est dit elliptique si les niveaux d’iso-
probabilité de sa densité de probabilité – ou, de manière
équivalente, de sa fonction caractéristique – sont des el-
lipsoı̈des. Une condition nécessaire et suffisante d’ellipticité est
que la fonction caractéristique soit de la forme

ΦX(u) = exp
(
−
(
utRu

)α
2
)
, (4)

où R est une matrice symétrique définie positive. Si R
est proportionnelle à la matrice identité, le vecteur est dit
sphériquement invariant, ou isotrope, ou encore orthogonal.
L’étude de l’oscillateur harmonique nous invite à introduire le
résultat suivant.

Théorème 1. Si α < 2, la densité de la mesure spectrale d’un
vecteurX elliptiquement distribué s’écrit

λ(s) ∝
(
stR−1s

)−α+d
2 . (5)

La preuve utilise la diagonalisation R = P∆P t et le fait
que Y = ∆

1
2P tX est sphériquement invariant et donc de me-

sure spectrale uniforme, Λ(ds) ∝ A(ds) [4, th. 2.5.5]. Ecri-
vant ΦX(u) = ΦY (∆

1
2P tu) à l’aide de la représentation (1),

on calcule la représentation équivalente (3) en paramétrant la
sphère Sd via la boule Bd−1 = {y ∈ Rd−1 : s = [y ±√

1− ‖y‖2]t ∈ Sd}. Le changement de variable x 7→ y de
Bd−1 → Bd−1 tel que [y ±

√
1− ‖y‖2]t = ∆

1
2 s/‖∆ 1

2 s‖
nous ramène alors à la représentation classique, ce qui, après
avoir constaté que P est une matrice de rotation, aboutit au
résultat (5).

3 Oscillateur harmonique excité par un
bruit α−stable.

Considérons à présent l’oscillateur harmonique amorti
d’équation normalisée

ẍ(t) = −2ω0ζẋ(t)− ω2
0x(t) + ξ(t), (6)

où ω0 est la pulsation propre et ζ > 0 le coefficient d’amortis-
sement (nous excluons le cas instable de l’oscillateur pur ζ =
0). L’excitation ξ(t) est supposée aléatoire, à “échantillons”

indépendants et identiquement distribués de loi α−stable (2).
Sans perte de généralité, nous supposerons que µ = 0 et σ = 1.

Dans le cas Gaussien α = 2, on montre aisément que la
distribution du couple (x(t), ẋ(t)) est Gaussienne, et donc el-
liptiquement distribuée (et donc aussi centro-symétrique). De
plus, position et vitesse sont indépendantes [1, 2]. Dans le
cas plus général où 0 < α < 2, il est montré au travers de
quelques exemples dans [1] que l’ellipticité et l’indépendance
sont perdues. Nous notons d’ailleurs que d’après le théorème
de Maxwell-Hershell [6, Prop. 4.11], seul un vecteur Gaussien
peut être à la fois elliptiquement distribué et à composantes
indépendantes.

3.1 Solution de l’équation.
En utilisant la transformée de Laplace, il est aisé d’obtenir la

relation de filtrage

x(t) =
∫ t

−∞
G(t− t′) ξ(t′) dt′, (7)

où x(t) = [x(t) ẋ(t)]t est le couple position-vitesse et où
le vecteur G(t) = [Gx(t) Gẋ(t)]t des fonctions de Green
Gx(t) de la position et Gẋ(t) = d

dtGx(t) de la vitesse est égal
à

G(t) =
e−ζω0t 1R+(t)

ωc

[
sin(ωct)

−ζω0 sin(ωct) + ωc cos(ωct)

]
,

avec ωc = ω0

√
1− ζ2 la pulsation complexe de l’oscillateur et

1A la fonction indicatrice de l’ensemble A. Dans le cas sous-
amorti ζ < 1, le comportement est sinusoı̈dal amorti, tandis
qu’il est exponentiel décroissant dans le cas sur-amorti ζ > 1
(ωc est alors imaginaire pure). Le cas critique ζ = 1 est obtenu
par passage à la limite.

La fonction caractéristique du couple (x(t), ẋ(t)) vaut alors

ΦX(u) = exp

(
−
∫

R+

∣∣utG(t)
∣∣α(1 + ıβηα

(
utG(t)

))
dt

)
. (8)

Ce résultat n’est pas nouveau [2] et peut être obtenu par une
discrétisation convenable du filtrage (7), faisant apparaı̂tre les
incréments du bruit α−stable de facteur d’échelle (δt)

1
α (voir

aussi [4, chap. 3]). Cette représentation est précisément (3), et
donc ∀t, le couple (x(t), ẋ(t)) est α−stable bivarié. Nous re-
marquons au passage que c’est l’orthogonalité des fonctions de
Green Gx et Gẋ qui induit l’indépendance de x(t) et ẋ(t) dans
le cas Gaussien.

Par la suite, nous restreindrons l’étude au cas β = 0 ; dans le
cas contraire, la présence de la fonction d’asymétrie ηα interdit
tout espoir d’ellipticité.

3.2 Mesure spectrale.
Le principe consiste à écrire le vecteur de Green sous la

forme G = ‖G‖g avec g ∈ S2. Après changements de va-
riables du type gẋ(t)

gx(t)
= tan θ et au prix de quelques calculs



fastidieux, nous obtenons la densité de la mesure spectrale

λ(s) =
(
ω2

0 cos2 θ + sin2 θ + 2ζω0 cos θ sin θ
)−α2−1

×1
2

e−
ζω0
ωc

arctan
“

ωc
ζω0+tan θ

”
D(θ), (9)

avec

D(θ) =
exp

(
ε(θ)παζω0

2ω

)
2 sinh

(
παζω0

2ω

) ,

ε(θ) = 1(−π2 ;−θ0)∪(π2 ; π−θ0)(θ)− 1(−θ0 ; π2 )∪(π−θ0 ; 3π
2 )(θ)

dans le cas sous-amorti, et

D(θ) = 1(−θ0 ; π2 )∪(π−θ0 ; 3π
2 )(θ)

dans le cas sur-amorti, où θ0 = arctan(ζω0 − =(ωc)) et
s = [cos θ sin θ]t. Le cas critique est obtenu par passage à la
limite ζ → 1. On notera que le support de λ n’est pas le cercle
S2 entier dans les cas sur-amorti et critique, ce qui montre clai-
rement la non-ellipticité du couple (x(t), ẋ(t)) dans ces cas.

3.3 Quelques propriétés.
L’existence même d’une densité pour la mesure spectrale

implique que les composantes ne sont pas indépendantes. Ce
constat a déjà été établi dans [1] où des mesures d’écart à
l’indépendance sont proposées (principalement basées sur des
covariations). Cette densité ne peut pas non plus être écrite sous
la forme (5) : la distribution jointe du couple (x(t), ẋ(t)) n’est
donc pas elliptique hors cas Gaussien. On constate toutefois
que λ(θ + π) = λ(θ) : la centro-symétrie est conservée. La
connaissance explicite de la densité de la mesure spectrale, et
sa comparaison à la forme qu’elle devrait avoir dans le cas el-
liptique, permettent de caractériser un écart à l’ellipticité.

Tout d’abord dans l’expression (9) apparaı̂t un terme

λe (θ) ≡
(
ω2

0 cos2 θ + sin2 θ + 2ζω0 cos θ sin θ
)−α2−1

(10)

qui ressemble curieusement à une densité de la forme (5), as-
sociée à une matriceR qu’on notera

Re =
[
ω2

0 ζω0

ζω0 1

]
,

ce terme étant en quelque sorte “modulé”. Toutefois, la forme
quadratique qui apparaı̂t dans λe n’est strictement positive que
dans le cas sous-amorti. Dans les autres cas, le domaine sur le-
quel elle est négative coı̈ncide avec le domaine où λ = 0, et
λe n’est pas définie sur ce domaine. Ces observations montrent
sous un nouvel angle la non-ellipticité du couple (x(t), ẋ(t)),
au moins dans les cas sur-amorti et critique. En raison de la
forme (5), les axes de symétrie d’une distribution elliptique et
ceux de la densité de sa mesure spectrale coı̈ncident. Une me-
sure possible d’un écart à l’ellipticité pourrait consister en la
comparaison des axes de symétrie de λe (qui existent, qu’elle
soit elliptique ou non) et des axes donnés par le minimum et le
maximum de ΦX(u) lorsque u décrit le cercle unité. En effet,
pour une distribution elliptique, les axes de symétrie coı̈ncident

avec la direction des extrema de sa fonction caractéristique sur
le cercle unité. Toutefois, la distribution de (x(t), ẋ(t)) n’étant
pas elliptique, il n’y a aucune raison pour que ces axes soient
axes de symétrie de cette dernière (il se trouve qu’elle n’en
a pas), ni qu’ils soient orthogonaux (contrairement au résultat
suggéré dans [1], ils ne le sont pas). Pour éviter toute confu-
sion, nous les appellerons “pseudo-axes”. D’autre part, les axes
de symétrie de la partie “pseudo-elliptique” λe sont donnés par
les direction propres deRe.

La figure 1 représente la densité (9) de la mesure spectrale, sa
partie pseudo-elliptique (10), ainsi que les pseudo-axes donnés
par les extrema de ΦX sur le cercle unité et les axes de symétrie
de λe. Nous pouvons constater que, comme la présence du fac-
teur de λe dans (9) l’indique, la distribution du couple position-
vitesse n’est pas elliptique. Une mesure de distance entre λ et
λe peut naturellement mesurer un écart à l’ellipticité, au moins
dans le cas du régime sous-amorti. Dans tous les régimes, un
écart entre les pseudo-axes de la distribution et les axes de
symétrie de la partie pseudo-elliptique mesure également une
divergence à l’ellipticité. On notera qu’une coı̈ncidence des
axes n’implique pas forcément l’ellipticité de la distribution.
Nous noterons enfin que les pseudo-axes ne sont ni axes de
symétrie, ni orthogonaux, confirmant clairement que la distri-
bution ne peut être elliptique.
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FIGURE 1 – Densité λ(s) de la mesure spectrale (trait
plein) et sa partie pseudo-elliptique (pointillés) du couple
position-vitesse de l’oscillateur harmonique excité par un bruit
α−stable. Les axes en trait plein représentent les directions des
extrema de ΦX tandis que ceux en pointillés donnent les axes
de symétrie de la partie pseudo-elliptique. Le cas (a) corres-
pond au régime sous-amorti (ζ = 0.5), le (b) au régime cri-
tique (ζ = 1) et le (c) au régime sur-amorti (ζ = 2). Les autres
paramètres sont ω0 = 1 et le bruit est de Cauchy α = 1.
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FIGURE 2 – Courbes de niveau de ΦX(u) dans le contexte de
la figure 1, avec les mêmes légendes concernant les axes.

Une autre approche pour quantifier la non-ellipticité de la
distribution consiste à chercher les ellipses qui se rapprochent
au mieux des courbes de niveau de la fonction caractéristique
(8). En se basant sur (4) et (8), un critère simple consiste à



minimiser la distance L2 entre la fonction

f(θ) =

(∫
R+

∣∣s(θ)tG(t)
∣∣α dt) 2

α

(11)

et la forme quadratique
gR(θ) = s(θ)tRs(θ), (12)

avec s ∈ S2. SupposantR symétrique, on en déduit facilement,
à l’aide du théorème de la projection orthogonale, la matrice
optimale

Ro =
1
π


∫ π

0

(1+2 cos(2θ))f(θ)dθ
∫ π

0

2 sin(2θ)f(θ)dθ∫ π

0

2 sin(2θ)f(θ)dθ
∫ π

0

(1−2 cos(2θ))f(θ)dθ

.
N’importe quelle mesure de distance entre les fonctions f (θ)
eq. (11) et gRo (θ) eq. (12) fournit alors une mesure d’écart
à l’ellipticité. A titre d’illustration, les figures 3 représentent
la densité λ(s) de la mesure spectrale, ainsi que son approxi-
mation ellitique donnée par (5). Les figures 4 montrent les
courbes de niveau de la distribution, de sa partie pseudo-
elliptique quand elle est elliptique (cas sous-amorti), ainsi que
de son approximation elliptique. Sont également représentés
les différents pseudo-axes de la distribution et les axes de
symétrie des parties elliptiques et approximations elliptiques.
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FIGURE 3 – Densité λ(s) de la mesure spectrale (trait plein)
et son approximation elliptique (tirets). Les axes en trait plein
représentent les directions des extrema de ΦX tandis que ceux
en tirets sont les axes de symétrie de l’approximation elliptique.
Les paramètres sont ceux de la figure 1.
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ẋ

(a)

ζ = .5

(b)

ζ =1

(c)

ζ=2

FIGURE 4 – Tracé d’une courbe de niveau de ΦX(u) (trait
plein), de sa partie elliptique (cas sous-amorti, en pointillés) et
de l’approximation elliptique (tirets). Les pseudo-axes et axes
sont indiqués avec la même légende et le contexte et les pa-
ramètre sont ceux des figures 1 et 3.

La distance

L2 =
∫

S2

(∫
S2

|uts|αλ(s)ds−
(
utReu

)α
2

)2

du (13)

mesurant un écart à l’ellipticité est tracée figure 5 en fonction
de l’amortissement ζ ou de l’indice de stabilité α de l’exci-
tation. Ces courbes confirment les conclusions précédentes, à
savoir que l’on s’écarte de l’ellipticité à mesure que l’amortis-
sement augmente ou à mesure que l’indice de stabilité diminue.
Rappelons que dans le cas Gaussien α = 2, la distribution est
toujours elliptique.
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FIGURE 5 – Distance L2, eq. (13) en fonction de α pour ζ = .5
(trait plein), ζ = 1 (trait mixte) et ζ = 2 (tirets) sur la courbe
(a) et en fonction de ζ pour α = 0.9 (trait plein), α = 1 (trait
mixte) et α = 1.1 (tirets) sur la courbe (b).

4 Conclusion
Dans cet article, nous calculons explicitement la mesure

spectrale du vecteur position - vitesse de l’oscillateur harmo-
nique amorti excité par un bruit α−stable. Ce calcul nous per-
met de caractériser la non-indépendance des composantes ainsi
que leur non-ellipticité, contrairement au cas Gaussien. Ces
résultats suggèrent l’étude future d’une équation d’état linéaire
d’un système de dimension quelconque excité par du bruit
α−stable, ẋ(t) = Ax(t) + ξ(t). Il s’agira alors de déterminer
les propriétés de la matrice A et/ou du bruit α−stable ξ qui
assurent l’ellipticité du vecteur x.
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