
Un algorithme ALS pour la décomposition conjointe de matrices
complexes

Tual TRAININI, Eric MOREAU,

Université du Sud Toulon Var, LSEET, UMR CNRS 6017
Av. G. Pompidou, BP 56, 83162, La Valette du Var Cedex, France
trainini@univ-tln.fr, moreau@univ-tln.fr

Résumé –Dans ce papier, nous proposons un algorithme de type moindres carrés alternés pour la décomposition conjointe de deux ensembles
de matrices. Le premier ensemble est constitué de matrices hermitiennes et le second de matrices complexes symétriques. Afin d’accélérer la
vitesse de convergence, nous développons une approche complémentaire basée sur une mise à jour linéaire à pas optimal. Nous comparons les
performances de notre algorithme à une méthode récente proposée dans la littérature grâce à des simulations informatiques.

Abstract – In this paper, an alternate least squares algorithm is proposed to the joint décomposition of two complex matrices sets.The first
set corresponds to hermitian matrices while the second one corresponds to complex symmetric matrices. In order to accelerate the convergence
speed, an enhanced line search complementary approach is developped. It is based on an optimal step size. Algorithm performances are compared
in using computer simutations to récent algorithm.

1 Modèle et Problématique

On considère conjointement deux ensembles de matricesM1

etM2. Le premier ensembleM1 est constitué deN1 matrices
complexes se décomposant sous la forme :

M
(1)
i = AD

(1)
i A

H +B
(1)
i , (1)

tandis que le deuxième ensembleM2 est constitué deN2 ma-
trices complexes se décomposant sous la forme :

M
(2)
i = AD

(2)
i A

T +B
(2)
i . (2)

(·)H désigne la transposée-conjuguée de la matrice en argu-
ment et(·)T la transposée de la matrice en argument.A est
une matrice complexe supposée de rang plein en colonne, de
norme unité et de dimensionM ×N . Les matricesD(j)

i , ∀i =
1, . . . , Nj avecj = 1, 2 sont supposées diagonales et les ma-

tricesB(j)
i ∈ C

M×M représentent des erreurs de modélisation

liées par exemple à une estimation des matricesM
(1)
i etM(2)

i .
Le problème considéré est le problème de l’identification

aveugle de la matriceA et des matrices diagonalesD(j)
i , ∀i =

1, . . . , Nj avecj = 1, 2.
Lorsque le seul ensembleM1 est considéré, le problème est

connu sous le nom de diagonalisation conjointe de matrices.
De nombreux algorithmes ont été proposés pour résoudre ce
problème, par exemple [1], [2] et [9].

Lorsque les deux ensembles précédents sont considérés en
même temps, relativement peu d’algorithmes ont été proposés.
Une première solution a été donnée dans [8] et un algorithme
de gradient relatif a été proposé dans [7].

Notre approche s’inspire des travaux proposés dans [9] pour
une part, et des travaux liés à la décomposition Parafac pour

des tenseurs [6] d’autre part. L’originalité principale provient
de l’estimation de la matriceA prenant en compte en même
temps les deux ensembles de matricesM1 etM2.

L’application en séparation de sources potentiellement non
circulaires, [5], provient par exemple de la prise en comptecon-
jointe de statistiques circulaires (par l’intermédiaire de matri-
ces de corrélation à des retards différents) et de statistiques non
circulaires (par l’intermédiaire de matrices de corrélation non
conjuguées à des retards différents).

2 Algorithme proposé

L’algorithme proposé résout successivement un ensemble de
systèmes linéaires au sens des moindres carrés. Cela est rendu
possible par rapport aux décompositions précédentes lorsque
l’on fixe toutes les matrices recherchées sauf une et lorsquel’on
considère les matricesAH etAT comme ”indépendantes” de
A. Ce sera le cas de l’algorithme proposé.

2.1 ALS

Nous considérons un algorithme des moindres carrés alternés
pour décomposer conjointement les deux ensembles de matri-
ces définis en (1) et (2). L’objectif est d’estimer, de manière
récursive, les matrices inconnuesD

(j)
i , A, AH etAT .

En fixant les valeurs deA, AH etAT , on détermineD(j)
i .

Une fois celle-ci obtenue, on la combine avecA
H etAT (main-

tenues à leurs valeurs fixées précédemment) pour estimerA.
Enfin, il ne reste plus qu’à évaluerAH etAT en utilisantD(j)

i

etA établies dans les étapes précédentes.



Pour plus de clarté dans les expressions à venir, nous définis-
sons les arrangements de matrices suivants :

vdD
(j)

, [vecdiag(D
(j)
1 ), . . . , vecdiag(D

(j)
Nj

)], (3)

vM
(j)

, [vec(M
(j)
1 ), . . . , vec(M

(j)
Nj

)], (4)

Mh , [M
(1)
1 , . . . ,M

(1)
N1

], (5)

Mt , [M
(2)
1 , . . . ,M

(2)
N2

], (6)

DÃ , [D
(j)
1 Ã, . . . ,D

(j)
Nj

Ã]. (7)

L’opérateurvec(·) empile toutes les colonnes d’une matrice
dans un vecteur.vecdiag(·) récupère la diagonale d’une ma-
trice dans un vecteur. Enfin,̃A servira à représenter les versions
transposées et hermitiennes deA.

2.1.1 Mise à jour deD(j)
i

En considérant la propriété suivante de l’opérateurvec(·)

vec(XYZ) = (ZT ⊗X)vec(Y)

où⊗ représente le produit de Kronecker, nous pouvons en dé-
duire∀i = 1, . . . , Nj :

vec(M
(j)
i ) = (ÃT ⊗A)vec(D

(j)
i )

= (ÃT ⊙A)vecdiag(D
(j)
i ), (8)

où ⊙ symbolise le produit de Khatri-Rao. L’application de
(8) aux ensembles (1) et (2), en utilisant les définitions (3)et
(4), conduit à :

vM
(j) = (ÃT ⊙A)vdD(j). (9)

En se servant devdD(j) ∈ CN×Nj qui contient tous les
termes diagonaux deD(j)

i , il vient :

D
(j)
i = unvecdiag{(ÃT ⊙A)†vM(j)}. (10)

L’opérateurunvecdiag(vdD(j)) reconstruitvdD(j) sous la
forme d’un ensemble de matrices diagonalesCN×N×Nj , et
(·)† représente la pseudo-inverse (Moore-Penrose) d’une ma-
trice.

2.1.2 Mise à jour deA

En ayant mis à jour les matricesD(j)
i , on peut passer à l’é-

tape suivante de l’algorithme qui consiste à mettre à jour la
matrice de mélangeA. Le dépliement horizontal des matrices
définies en (5) et (6) permet de se rendre compte que la matrice
A est multipliée à droite par la concaténation de deux matrices
introduites en (7) :

[Mh,Mt] = A[DAH ,DAT ]. (11)

On obtient alors directement une estimation deA :

A = [Mh,Mt][DAH ,DAT ]†. (12)

2.1.3 Mise à jour deÃ

La dernière étape de l’algorithme proposé consiste à déter-
miner les matricesAH etAT , exprimées dans la suite parÃ.
En dépliant verticalement les deux ensembles de matrices (1)
et (2), on obtient la formulation suivante :
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Ã. (13)

Finalement, on obtient l’estimation suivante

Ã =
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Nj
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. (14)

Ainsi, l’utilisation de ces trois étapes permet d’estimer itéra-
tivement l’ensemble des matrices inconnues mais tout partic-
ulièrement la matrice de mélangeA.

2.2 Line search

Un tel algorithme peut avoir des problèmes de vitesse de
convergence, par exemple lorsque deux vecteurs colonne de
A sont quasiment colinéaires. Dans ce cas, nous proposons et
développons une approche de type ”line search” [6]. Le principe
consiste à mettre à jour les matrices recherchées de la façon
suivante (en ce qui concerneA) :

Ǎ
k = Ǎ

k−2 + ρ(Ǎk−1 − Ǎ
k−2) = Ǎ

k−2 + ρT
Ǎ
. (15)

en sachant bien évidemment que cela reste valable pour les ma-
tricesD(j)

i ,AH etAT . Le pasρ ∈ R∗ peut être fixé par avance.

2.2.1 Enhanced Line Search (ELS)

La méthode présentée ci-dessus est significativement améliorée
en calculant le pas de manière optimale. A cette fin, on consid-
ère le critère quadratique suivant :

Jk(Ǎ, Ď
(j)
i ) =

2
∑

j=1

βj

Nj
∑

i=1

‖Ǎk
Ď

(j)k

i
ˇ̃
A

k −M
(j)
i ‖2F , (16)

oùβ1 = α, β2 = 1 − α, α ∈ [0, 1], (̌·) correspond à l’estimée
de(·) et‖ · ‖F représente la norme de Frobenius.

En rappelant que‖A‖2F = tr
{

A
H
A
}

, (16) peut être écrit
sous la forme d’un polynôme de degré 6 enρ, et naturellement,
sa dérivée en fonction deρ amène un polynôme de degré 5 :

Jk(Ǎ, Ď
(j)
i ) =

6
∑

l=0

ρlal, (17)

∂(Jk(Ǎ, Ď
(j)
i ))

∂ρ
=

5
∑

l=0

(l + 1)ρlal+1. (18)



Dans un but de concision, les indices(k − 2) et (̌·) sont im-
plicites. On montre que les coefficientsal prennent les valeurs
suivantes :

al =

3
∑

m,n=0

tr {ZmZn} m+ n = l, (19)
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i
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i=1 tr{TAT
D
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i

T
Ã
}

.

La racine de (18) qui minimise (17) sera donc choisie comme
pasρ.

3 Simulations

Les simulations présentées illustrent les performances del’al-
gorithme proposé. Il sera comparé à une extension aux 2 en-
sembles considérés de l’algorithmeFAJD suggéré dans [8].

La matriceA ∈ CM×N , ainsi que lesN sources complexes
S, sont générées aléatoirement, suivant une loi uniforme de
moyenne nulle. La variance est unitaire pourA et égale àσ2

s

pour les sources. Le bruitB est créé suivant une loi gaussi-
enne de moyenne nulle et de varianceσ2

b . A partir de cela,
nous définissons le rapport signal sur bruit (en dB) par RSB

= 10 log10(
σ2
s

σ2
b

).
On considère un modèle de signal directement sous la forme

vectorielle :

X = AS+B. (20)

Lesk ensembles de matrices définis en (1) et (2) sont créés en
utilisant des statistiques cumulantes d’ordre quatre, estimées en
utilisantNe = 215 échantillons :

(m
(1)
ij )

k
= Cum(xi, x

∗
j , xk, x

∗
k), (21)

(m
(2)
ij )

k
= Cum(xi, xj , xk, x

∗
k), (22)

où(·)∗ correspond au conjugué de(·) et1 < i, j, k < M . Nous
obtenons donc deux ensembles composés deM matrices.

Pour comparer les algorithmes, nous utilisons un indice de
performance, présenté dans [3] et définit comme suit :

I(G) =
1

r(r − 1)

r
∑

i=1





r
∑

j=1

‖Gi,j‖
2
F

max
l

‖Gi,l‖
2
F

− 1





+
1

r(r − 1)

r
∑

j=1





r
∑

i=1

‖Gi,j‖
2
F

max
l

‖Gl,j‖
2
F

− 1



 , (23)

oùG = BA etB = Ã
† est calculée à partir de l’estimation de

A.

Deux cas seront considérés dans les simulations : le cas carré
et le cas rectangulaire. Afin de considérer le cas rectangulaire
pourFAJD, une projection sur l’espace ”signal” associé auxN

plus grandes valeurs propres de la matrice obtenue par concaté-
nation des 2 ensembles (1) et (2) est d’abord effectuée. Ceci
nous ramène alors au cas carré. L’initialisation des algorithmes
se fera en utilisant le projecteur défini ci-dessus, et dont l’es-
pace correspond donc au rang de la matriceA.
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FIGURE 1 – Indice de Performance en fonction du RSB pour le
cas carré
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FIGURE 2 – Indice de Performance en fonction du RSB pour le
cas rectangulaire

Dans la figure 1, le cas carré est considéré, avecM = N = 4
etN1 = N2 = 4. L’indice de Performance est moyenné sur 100
réalisations indépendantes (Monte Carlo). On remarque que
l’algorithmeALSELS fournit des résultats similaires àALS mais
surpasseextendedFAJD. Ceci est logique. En effet, le pas opti-
mal ne change pas les performances, mais seulement la vitesse
de convergence.
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FIGURE 3 – Indice de Performance en fonction du nombre
d’itérations, RSB= 20dB, cas carré
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FIGURE 4 – Indice de Performance en fonction du nombre
d’itérations, RSB= 20dB, cas rectangulaire

Le cas rectangulaire est présenté dans la figure 2, avecM =
4, N = 2 et N1 = N2 = 4, moyenné aussi sur100 réalisa-
tions indépendantes. Les algorithmes proposés ont également
de meilleurs performances queextendedFAJD.

Les figures 3 et 4 permettent de comparer les vitesses de
convergence des algorithmes. Dans le cas carré,extendedFAJD

converge plus rapidement. Cependant, le cas rectangulairemon-
tre que l’ALS combiné avec le pas optimal converge plus rapi-
dement que les deux autres algorithmes.

4 Conclusion

Un nouvel algorithme de décomposition conjointe de matri-
ces est proposé dans ce papier. L’utilisation des ensemblesde
matrices hermitiennes et symétriques en même temps par l’in-

termédiaire d’un algorithme de type ALS couplé à une mise à
jour linéaire à pas optimal, permet d’obtenir de bons résultats
en terme de performances.
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