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3GIPSA-lab, UMR 5216 CNRS, Université Joseph Fourier
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Résuḿe –Dans ce travail, nous proposons une nouvelle approche pour l’extraction aveugle de sources fondée sur la normeℓ0. Nous pŕesentons
des ŕesultats th́eoriques indiquant les conditions pour lesquelles la normeℓ0 est une fonction de contraste pour l’extraction. Enfin, nous proposons
un algorithme quasi-optimal en nous appuyant sur une approximation lissée de la normeℓ0 et une ḿetaheuristique. Puisque l’approche proposée
n’est pas fond́ee sur des hypothèses telles que l’ind́ependance statistique, notre méthode peut̂etre utile dans les situations où les techniques
d’analyse en composantes indépendantes ne peuventêtre appliqúees. Un exemple nuḿerique est fourni pour illustrer ce point.

Abstract – In this work, we propose a novel method to perform blind source extraction. Our approach is based on theℓ0 norm. We provide
sufficient conditions assuring that theℓ0 norm can be a contrast function in the context of source extraction. Moreover, we propose a method
based on a smooth approximation of theℓ0 norm and on a metaheuristic. Since our approach does not rely on properties such as statistical
independence, it can be applied in some situations in which independent component analysis algorithms fail. This feature is illustrated by a
numerical simulation with synthetic data.

1 Introduction

Dans la śeparation aveugle de sources (SAS), l’objectif est
de retrouver un ensemble de signaux (sources) en utilisant uni-
quement l’information apportée par des versions mélanǵees de
ces sources originales [1]. Un problème étroitement líe à la
SAS est celui de l’extraction aveugle de sources (EAS). Dans
ce cas, on s’int́eressèa la ŕecuṕeration d’une seule source. No-
tons que le problème de SAS peut̂etre ŕesolu en effectuant plu-
sieurs ex́ecutions d’une ḿethode d’EAS,à la condition que,
dans chaque exécution, la contribution de la source retrouvée
soit éliminée des ḿelanges. Cette tâche peut̂etre conduite via
une proćedure de d́eflation [3, 6].

La plupart des ḿethodes d’EAS consid̀ere que les sources
sont statistiquement indépendantes. Dans ce cas, l’EAS peut
être effectúee par optimisation de critères fond́es sur l’ana-
lyse en composantes indépendantes (ACI), tels que ceux uti-
lisant des cumulants [1, 6]. Ńeanmoins, plus récemment,
certains travaux ont proposé de nouveaux critères d’extrac-
tion qui exploitent la parcimonie des sources. Dans [8], par
exemple, les auteurs proposent une mesure non-convexe de par-
cimonie comme fonction de contraste. Bien que des résultats

intéressants soient obtenus par cette approche, les auteurs
n’abordent pas les conditions théoriques pour lesquelles leur
approche est valide. D’autre part, dans [9], les auteurs montrent
qu’un crit̀ere fond́e sur la normeℓ1 est en effet une fonction de
contraste pour l’EAS. Cependant, même si l’algorithme pro-
pośe se montre efficace dans plusieurs situations, les condi-
tions th́eoriques obtenues par [9] ne sont valides que pour le
cas òu les sources présentent la propriét́e forte d’orthogonalit́e
disjointe.

Dans le pŕesent travail, nous introduisons une nouvelle ap-
proche pour l’extraction de la source la plus parcimonieuse,
dont l’originalité est fond́ee sur la minimisation de la norme1

ℓ0 (le nombre déeléments non nuls) du signal estimé. Nous
obtenons des conditions suffisantes pour lesquelles la norme
ℓ0 est une fonction de contraste [1]. Comme on le verra par
la suite, ces conditions ne dépendent que de la normeℓ0 des
sources. Par conséquent, l’approche proposée peut̂etre utiliśee
même si les sources ne sont pas statistiquement indépendantes

1. Nous adoptons dans cet article le terme “normeℓ0”, puisqu’il est usuel-
lement utiliśe dans la litt́erature. Ńeanmoins, strictement parlant, la “norme
ℓ0” n’est pas une norme mathématique car elle ne satisfait pas la propriét́e de
homoǵeńeité [5].



ou ne pŕesentent pas la propriét́e d’orthogonalit́e disjointe.
Étant donńe que, en pratique, les signaux parcimonieux

présentent typiquement des nombreuses valeurs qui sont très
proches de źero, mais pas forcement nulles, la réalisation
d’une ḿethode d’EAS fond́ee sur la normeℓ0 ne peutêtre
faite qu’̀a l’aide d’une approximation de cette mesure. Dans
ce contexte, une deuxième contribution du papier concerne la
conception d’un algorithme d’EAS utilisant l’approximation
lissée de la normeℓ0 récemment proposée dans [7]. L’algo-
rithme propośe s’appuie sur la ḿethode d’optimisation bio-
inspiŕee opt-aiNet [2]. Notre choix pour cette métaheuristique
se justifie par l’existence de minima locaux dans la fonctionde
contraste issue de l’approximation lissée de la normeℓ0. Cette
caract́eristique rend d́elicate, voire impraticable, l’utilisation de
méthodes simples d’optimisation comme, par exemple, celles
fondées sur le gradient de la fonction de contraste.

2 Méthodologie

2.1 Modèle de ḿelange

Dans ce travail, nous considérons un mod̀ele de ḿelange
linéaire instantańe, qui s’́ecrit

X = AS,

où la matriceS contient les sources disposés par ligne, c’est-à-
dire

S =







sT1
...

sT
Ns






=







s1(1) s1(2) . . . s1(Nd)
...

...
.. .

...
sNs

(1) sNs
(2) . . . sNs

(Nd)






,

oùNs etNd dénotent les nombres de sources et d’échantillons,
respectivement. La matriceX ∈ R

Nm×Nd contient les
mélanges, qui sont aussi disposés par ligne. La matriceA ∈
R

Nm×Ns décrit le processus de ḿelange ; nous supposons par
la suite que cette matrice est de rang plein. En outre, dans ce
travail, nous ne considérons que le cas détermińe, c’est-̀a-dire
dans lequel il y a autant de sources (Ns) que de ḿelanges (Nm).

Dans l’EAS, le but est d’estimer une seule source, en esti-
mant un vecteur d’extraction, noté w. La source extraite est
donc donńee par

yT = wTX = wTAS = gTS,

où le vecteurg correspond̀a la ŕeponse combińee du vecteur
d’extraction avec la matrice de mélange.

2.2 Fonction de contraste fond́ee sur la norme
ℓ0

Dans cette section, nousétudions l’utilisation de la normeℓ0
dey, not́ee||y||0, comme crit̀ere pour l’EAS. Plus pŕeciśement,
nous analysons les conditions pour que normeℓ0 soit une fonc-
tion de contraste2 qui nous permette d’estimer la source la plus

2. Une fonction de contraste (ou tout simplement contraste) est définie
comme une fonction objectif dont la valeur optimale globale estassocíee à
la śeparation ou extraction parfait des sources [1]

parcimonieuse.
Nous supposons, sans perte de géńeralit́e, que les sources

sont ordonńees selon leur normeℓ0 croissante, c’est-à-dire,
||s1||0 ≤ ||s2||0 ≤ . . . ≤ ||sNs

||0. Dans cette situation, le
théor̀eme suivant peut alorŝetre énonće pour le cas de deux
sources.

Théorème 1 (ḿelange de deux sources)Soitw = [w1 w2]
T

un vecteur d’extraction tel queyT = wTX. Si au moins un
élément dew est non nul, et si

||s1||0 <
1

2
||s2||0,

alors ||y||0 ≥ ||s1||0, l’ égalit́e étant v́erifiée si et seulement si,
gT = wTA = [α 0], où α ∈ R

∗.

Preuve Le signal extrait est donné par

yT = wTX = wTAS = gTS = g1s
T

1 + g2s
T

2 . (1)

Le théor̀eme peut̂etre d́emontŕe enétudiant les quatre cas sui-
vants : 1)g1 = 0 et g2 = 0. Cette situation n’arrive jamais
car, d’apr̀es nos hypoth̀eses,w n’est pas le vecteur nul etA
est une matrice de rang plein. 2)g1 = 0 et g2 6= 0. De l’inva-
riance d’́echelle de la normeℓ0 [5], on a ||y||0 = ||g2s2||0 =
||s2||0 > ||s1||0. 3) g1 6= 0 et g2 = 0. Dans ce cas, on a
||y||0 = ||g1s1||0 = ||s1||0. 4) g1 6= 0 et g2 6= 0. En utili-
sant l’inégalit́e triangulaire inverse [5] et l’invariance d’échelle
de la normeℓ0, on peut́ecrire

||y||0 ≥
∣

∣

∣
||g1s1||0 − || − g2s2||0

∣

∣

∣
. (2)

Puisqueg1 etg2 sont diff́erents de źero dans ce cas, (2) s’écrit

||y||0 ≥
∣

∣

∣
||s1||0 − || − s2||0

∣

∣

∣
. (3)

Par hypoth̀ese,||s1||0 < 1
2 ||s2||0. Par conśequent, dans ce cas,

on peut conclurèa partir de (3) que||y||0 > ||s1||0. �.

D’après le th́eor̀eme 1, il est donc possible d’extraire la
source la plus parcimonieuse en minimisant la normeℓ0, à la
condition que les sources aient des normesℓ0 suffisamment
diff érentes. Notons que, dans le théor̀emeénonće, il n’y a pas
l’ambigüıté de permutation typique des méthodes de SAS. En
effet, la source la plus parcimonieuse sera toujours retrouvée en
premier. Il est́egalement int́eressant de noter que le théor̀eme 1
ne s’appuie pas sur des hypothèses telles que l’ind́ependance
statistique. Finalement, remarquons que le théor̀eme 1 fournit
une condition suffisante mais pas nécessaire pour que norme
ℓ0 soit une fonction de contraste. Notamment, les conditions
établies peuvent̂etre relax́ees si les sources ont la propriét́e
d’orthogonalit́e disjointe.

Le résultat suivant́etend le th́eor̀eme 1 pour le cas géńeral
deNs sources.

Théorème 2 (cas ǵenéral) Soitw = [w1 . . . wNs
]T un vec-

teur d’extraction tel queyT = wTX. Si au moins uńelément



dew n’est pas nul et si

||s1||0 < 1
2 ||s2||0

||s1||0 < 1
2 (||s3||0 − ||s2||0)

||s1||0 < 1
2 (||s4||0 − ||s3||0 − ||s2||0)

...

||s1||0 < 1
2

(

||sNs
||0 −

∑Ns−1
i=2 ||si||0

)

,

(4)

alors ||y||0 ≥ ||s1||0, l’ égalit́e étant v́erifiée si et seulement si
gT = wTA = [α 0 · · · 0], où α ∈ R

∗.

Esquisse de la preuveCe th́eor̀eme peut̂etre prouv́e par un
raisonnement par récurrence. D’abord, en se fondant sur le
théor̀eme 1, qui assure la propriét́e de contraste pourNs = 2,
nous consid́erons le cas deNs = 3 sources.

Afin que l’extraction des1 soit la solution avec la plus petite
normeℓ0, le nombre de źeros ǵeńeŕesà partir de toute combi-
naison lińeaire qui comprends3 doit être suṕerieur au nombre
de źeros ǵeńeŕes par une solution dans laquelleg2 = g3 = 0
et g1 6= 0. Si g3 = 0, une telle exigence est déjà satisfaite
par le th́eor̀eme 1, ce qui est exactement la premièreéquation
dans (4).

Si g3 6= 0, la valeur minimale de||y||0 sera obtenue quand
tous leśeléments non nuls des autres sources sont utilisés pour
annuler leśeléments non nuls présents danss3. Cette situation
exige, pour chaque instant de tempsn où un élément non nul
danss3 est observ́e, que leśeléments correspondants des1 ou
s2, not́ess1(n) et s2(n), soient non nuls. Dans cette situation,
le nombre de źeros dey peutêtreégalàZ1 = ||s1||0+||s2||0+
Nd − ||s3||0, c’est-̀a-dire que tous leśeléments non nuls de
s1 et s2 sont utiliśes pour annuler uńelément non nul des3,
augmentant ainsi le nombre de zéros dey. Notons que, dans ce
cas,Nd−||s3||0 repŕesente le nombre de zéros partaǵes par les
trois sources. D’autre part, le nombre de zéros ǵeńeŕes par la
solution d́esiŕee (g2 = g3 = 0 et g1 6= 0) est tout simplement
donńe parNd − ||s1||0. Par conśequent, pour que la normeℓ0
soit une fonction de contraste valide, la condition suivante doit
être v́erifiée

||s1||0 + ||s1||0 +Nd − ||s3||0 < Nd − ||s1||0, (5)

puisque la normeℓ0 dey atteindra sa valeur minimale lorsque
g2 = g3 = 0 etg1 6= 0, ce qui correspond̀a l’extraction parfaite
des1. L’expression (5) est́equivalentèa

||s1||0 <
1

2
(||s3||0 − ||s2||0),

ce qui est exactement la deuxièmeéquation dans (4).
Le même raisonnement est valable pourNs ≥ K > 3. Pour

que la normeℓ0 soit une contraste, on doit géńeraliser la condi-
tion (5) etécrire que la somme des normesℓ0 desNs−1 sources
les plus parcimonieuses plus le nombre de zéros en commun ne
peut pas d́epasser le nombre de zéros des1, soit :

K−1
∑

k=1

||sk||0 +Nd − ||sK ||0 < Nd − ||s1||0, ∀K ≤ Ns. (6)

Après un calcul alǵebrique simple, on arrive aux conditions
énonćees dans leśequations (4) du th́eor̀eme 2. �

2.3 Méthode d’EAS fond́ee sur une approxima-
tion lissée de la normeℓ0

La mise en œuvre d’un algorithme d’extraction de la source
la plus parcimonieuse fondée sur la normeℓ0 demande l’utili-
sation d’une approximation de cette mesure. En effet, outrele
probl̀eme de complexité combinatoire, l’application directe de
la normeℓ0 dans un contexte réel s’av̀ere tr̀es limit́ee car les si-
gnaux parcimonieux ont géńeralement de nombreux́eléments
avec uneénergie tr̀es faible, mais pas nécessairement nulle.
Compte tenu de cette limitation, nous nous appuyons sur l’ap-
proximation lisśee de la normeℓ0 propośee dans [7].

Sℓ0(y) = Nd −

Nd
∑

i=1

f(y(i), σ) (7)

où f(·, σ) correspond̀a un noyau gaussien de moyenne nulle
et d’écart-typeσ. À mesure queσ s’approche de źero, (7) tend
vers la normeℓ0.

L’utilisation d’une version lisśee de la normeℓ0 nous per-
met de travailler avec une fonction continue et dérivable. Ce-
pendant, il y a encore une difficulté dans l’optimisation de (7) :
cette fonction contient des minima locaux qui ne correspondent
pas aux sources. Afin de résoudre ce problème, nous adop-
tons une ḿethode d’optimisation bio-inspirée, l’algorithme
opt-aiNet, particulìerement utile pour traiter des fonctions de
coût multimodales. Cet algorithme s’est avéŕe tr̀es robustèa
la convergence locale et a déjà ét́e appliqúe dans d’autres
probl̀emes de traitement de signaux. Nous ne décrivons pas
cette ḿethode dans le présent document, et nous renvoyons le
lecteurà [2] pour davantage de détails.

3 Résultats

Afin d’illustrer l’utilit é de la ḿethodologie propośee, nous
l’appliquons sur un jeu de données synth́etiques, dans lequel
la matrice de ḿelange est donńee parA = [1 0, 5; 0, 5 1]. Les
sources, pŕesent́ees dans la figure 1(a), ontét́e ǵeńeŕeesà par-
tir de deux vecteurs de normesℓ0 égalesà 49 et 100, respec-
tivement (le nombre d’échantillons estNd = 100). De plus,
les sources sont dépendantes, avec un coefficient de corrélation
estiḿe de 0,65. Puisque la première source est clairement plus
parcimonieuse que la deuxième, le th́eor̀eme 1 assure la pro-
priét́e de contraste de la normeℓ0 dans cette situation.

Nous appliquons l’algorithme opt-aiNet pour minimiser (7).
L’ écart-type du noyau gaussien aét́e fixé àσ = 0, 02. Comme
illustré à la figure 1(c), la minimisation de (7) fournit une
bonne estimation de la source la plus parcimonieuse.À titre
de comparaison, nous considérons la ḿethode FastICA [6] (fi-
gure 1(c)). La source estiḿee par cette ḿethode est toujours un
mélange des sources (figure 1(c)), ce qui peutêtre expliqúe par
le fait que les sources sont statistiquement dépendantes dans le
sćenario consid́eŕe. La figure 1(c) montre les résidus,y − s1,
issus de l’application de la ḿethode propośee et de FastICA.
Pour calculer ces résidus, il faut normalisery par rapportà
la source originelles1, vu l’ambigüıté d’échelle inh́erente aux
deux ḿethodes.



4 Conclusions

Dans ce travail, nous avonsétudíe l’utilisation de la norme
ℓ0 comme fonction de contraste pour l’extraction aveugle de
sources. Nous avons montré que cette l’approche est valide si
les sources sont suffisamment différentes en ce qui concerne
leur caract̀ere parcimonieux. En outre, si une telle condition
est v́erifiée, l’extraction de la source la plus parcimonieuse
peutêtre ŕealiśee m̂eme lorsque les sources sont statistiquement
dépendantes. Cette caractéristique peut̂etre utile pour traiter
des probl̀emes de śeparation pour lesquels les méthodes exis-
tantes ne sont pas applicables.

Dans nos travaux futurs, nous allonsétudier la possibilit́e
d’étendre les ŕesultats th́eoriques obtenus̀a l’approximation
lissée de la normeℓ0. Cela nous permettrait d’étudier l’in-
fluence du bruit sur notre ḿethode. De plus, unéetude sur l’ap-
plicabilité de l’approche proposéeà la conception de réseaux
de capteurs chimiques intelligents [4] est en cours.
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(c) Sources retrouv́ees par la ḿethode propośee (en
haut) et par la ḿethode FastICA (en bas).
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(d) Résidus (y-s1, apr̀es normalisation dey) obtenu par
la méthode propośee (en haut) et par l’algorithme Fas-
tICA (en bas).

FIGURE 1 – Application de la ḿethode propośee dans un
probl̀eme de śeparation de deux sources correlées.


