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Résumé – Le problème de localisation de sources acoustiques a été abordé de diverses façons, la plus populaire étant sans doute le beamforming
(formation de voies). Il s’agit d’un problème inverse qui peut, dans le cas d’un nombre réduit de sources, être abordé par minimisation d’une
fonction objectif pénalisée par la norme `1 de la solution cherchée. Dans ce cas, il est possible de reformuler le problème en terme d’optimisation,
ce qui en fait un problème proche des techniques d’échantillonnage compressé, à ceci près que les conditions de garantie de reconstruction ne
sont pas respectées dans l’absolu par la matrice de mesure. On montre ici que ces conditions sont cependant vérifiées statistiquement, sous forme
en particulier d’une propriété d’isométrie restreinte statistique, ce qui permet de développer non pas une borne supérieure mais un intervalle de
confiance sur l’erreur de reconstruction.

Abstract – The problem of localising acoustic sources

1 Un problème d’échantillonnage com-
pressé :

Les nombreuses publications parues sur le thème de l’échan-
tillonnage compressé permettent d’obtenir un éclairage nou-
veau sur le problème classique qu’est la localisation de sources
acoustiques [7, 2, 9], en particulier lorsque l’étendue des zones
réellement rayonnantes est réduite par rapport à la zone d’inté-
rêt observée.

Une façon d’aborder ce problème est en effet de considérer
qu’il s’agit d’un problème inverse, pour lequel on peut espé-
rer trouver une solution minimisant une fonction objectif. Si on
peut admettre un modèle linéaire pour les K mesures obtenues
par une antenne de K microphones,

y = φα+ z

on recherchera alors un signal source α, contenant les valeurs
rayonnées à la fréquence f par les N sources composant la
zone d’intérêt. Un choix judicieux de fonction objectif utili-
sera par exemple comme terme de régularisation la norme `1
du vecteur recherché, ce qui conduira à des solutions parcimo-
nieuses [5] :

α∗ = arg min
α

||y − φα||2`2 + λ||α||`1 (1)

Ce type de problème peut être reformulé en un problème d’op-
timisation du genre Basis Pursuit Denoise [5, 3, 10] :

(P ′1) α∗ = arg min
α

||x||`1 s.c. ||y − φα||`2 ≤ ε (2)

et résolu par programmation linéaire ou quadratique.

Cependant les nombreux résultats qui garantissent une recons-
truction acceptable dans ce cadre exigent certaines propriétés
de la matrice φ, en particulier une quasi orthogonalité de n’im-
porte quel sous ensemble de s vecteurs colonnes appellée pro-
priété d’isométrie restreinte.

La possibilité et la qualité de la reconstruction obtenue dé-
pendent en particulier du paramètre d’isométrie restreinte pour
un niveau de parcimonie donné. Ce paramètre se définit par la
plus petite valeur δs telle que :

(1− δs) ||x||2`2 ≤ ||M.x||2`2 ≤ (1 + δs) ||x||2`2 (3)

Par ailleurs, Candes a montré [1] que l’erreur de reconstruction
à un niveau de parcimonie s d’un signal quelconque était bien
bornée à condition que δ2s soit suffisamment petit.

En supposant valable le modèle de mesure, et pour un vecteur
x ∈ Cm, si δ2s <

√
2−1 et si l’énergie du bruit est bornée par

||z||`2 ≤ ε, alors la solution x∗ of (2) vérifie :

||x∗ − x||`2 ≤ C0s
−1/2||x− xs||`1 + C1ε (4)

avec :
– xs : meilleure approximation de de x de parcimonie s
– C0 and C1 constantes qui peuvent être plus ou moins petites

selon la valeur de δ2s. La première contrôle la sensibilité à
l’erreur de parcimonie, et la seconde la sensibilité au niveau
de bruit.



2 Localisation de sources acoustiques :

Dans le cadre de la localisation de N sources acoustiques ef-
fectuée à partir des mesures obtenues par une antenne de K
microphones (avec K << N ), le problème peut tout à fait
être formulé par (2), mais la matrice φ est entièrement dépen-
dante de la géométrie du dispositif de mesure, et ses propriétés
sont plutôt subies que choisies. En effet, considérant un champ
acoustique p, pour une fréquence donnée f , la relation entre
une source supposée ponctuelle localisée en qi, et un micro-
phone de l’antenne localisé en rk fait intervenir une fonction
de Green, laquelle dépend des données acoustiques du milieu,
de la fréquence considérée, et de la distance entre la source et
le capteur :

p(rk) = G(qi, rk).s(qi)

avec G(qi, rk) = Cik.
ej2πf |qi−rk|/c

4π|qi − rk|
(5)

Il est donc très simple de construire une matrice de mesure φ
à l’aide de ces propagateurs complexes entre un nombre arbi-
traire de sites de sources ponctuelles (monopoles) et les K me-
sures réalisées. Cependant, les constantes d’isométrie corres-
pondant à cette matrice peuvent être très élevées (et même su-
périeures à 1). Pourtant, la résolution du problème (1), à l’aide
des algorithmes proposés pour résoudre (2) donne des résultats
plutôt satisfaisants, même en présence d’une source bruitée, et
de mesures bruitées (figure 2).

FIGURE 1 – Simulation d’une source bruitée.

3 Constrainte d’isométrie statistique :

Une analyse plus précise de la quasi isométrie de la matrice φ
permet de comprendre les raisons de ce succès. Tout d’abord,
s’il est vrai que cette matrice ne possède pas les propriétés

FIGURE 2 – Reconstruction d’une source bruitée à partir de
mesures bruitées

d’isométrie proposées par Candes [1] ou Foucart [4], on peut
toutefois s’assurer d’une propriété en probabilité du genre iso-
métrie restreinte statistique, proche de celle proposée par Gu-
revitch [6] :
Prob

(
(1− δη)||α||2`2 ≤ ||φα||2`2 ≤ (1 + δη)||α||2`2

)
> 1− η

(6)
avec η petit et δη <

√
2/2. En effet, une simulation de type

monte carlo permet de vérifier tout d’abord que la quantité

b =
||φα||2`2
||α||2`2

− 1

suit une loi presque normale pour n’importe quel tirage d’un
vecteur source de parcimonie s, comme le montre la figure 3.
La quantité δ̃ = 3b est donc un bon candidat pour la valeur du
paramètre δη de l’équation 6. De plus, au delà d’un niveau de
parcimonie s0, cette quantité se stabilise asymptotiquement, en
tout cas pour des valeurs de s relativement importantes (figure
4) Il est possible de se servir de ces résultats pour construire
un intervalle de confiance sur ||h||2`2 de la forme :

Prob

(
Binf

||z||`2√
1 + δη

≤ ||h||`2 ≤ Bsup
||z||`2√
1− δη

)
> 1− η

(7)

Dans cette expression, ||z||2 est la norme du vecteur de bruit
additif. Les constantes peuvent être évaluées moyennant quelques
hypothèses supplémentaires sur l’erreur de reconstruction.

4 Intervalle de confiance sur l’erreur :

En admettant provisoirement que l’on puisse appliquer l’hypo-
thèse 6 à l’erreur de reconstruction h = x∗ − x, on obtient
facilement :

P
( ||φh||22

1 + δη
≤ ||h||22 ≤

||φh||22
1− δη

)
≥ 1− η (8)



FIGURE 3 – Histogramme des valeurs b pour 106 tirages
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FIGURE 4 – Comportement asymptotique de δ̃ = 3b

Par ailleurs [1], on peut borner ||φh||`2 :

||φh||`2 = ||φx∗ − x)||`2
= ||(φx∗ − y) + (y − φx)||`2
≤ ||φx∗ − y)||2 + ||(y − φx)||`2 ≤ 2ε

(9)

On en déduit alors :

P
(
||h||2 ≤

2ε√
1− δη

)
≥ 1− η (10)

Mais on peut déjà remarquer à ce stade que, si l’inégalité (9) ne
dit rien sur une borne inférieure, les algorithmes de résolution
vont de fait en trouver une qui ne sera jamais inférieure au ε
initial :

P
(

ε√
1 + δη

≤ ||h||2 ≤
2ε√

1− δη

)
≥ 1− η (11)

Le problème à ce stade est que l’hypothèse (6) s’applique à des
signaux suffisamment parcimonieux, et que h n’a pas de raison
particulière de l’être.
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FIGURE 5 – Série en modules décroissants de l’erreur de re-
construction

5 Utilisation de la parcimonie de l’er-
reur

Si h = x∗ − x n’est pas strictement parcimonieux, il est en
revanche raisonnable de considérer une décroissance exponen-
tielle (figure (5)) de ses valeurs si on les range par ordre dé-
croissant (en module). Soit ȟ(k) la série obtenue par ce classe-
ment, on peut supposer :

|ȟ(k)|2 = ce−k/k0

L’essentiel de l’énergie de h sera apportée par les P premiers
coefficients de ȟ. Si on définit la série hP comme la série h li-
mitée à sesP plus grosses valeurs, hP est de faitP -parcimonieux,
et on aura par ailleurs :

||hP ||22 =

L∑
n=0

|hP (n)|2 =

P−1∑
k=0

|ȟ(k)|2 = c
1− e−P/k0
1− e−1/k0 (12)

L’évaluation de la constante c à partir de ||hm|| = ||h|| conduit
à :

||hP ||22 = ||h||22
(

1− e−P/k0
1− e−m/k0

)
En évaluant par ailleurs ||φhP || ' αP ||φh||, pour une valeur de
αP qui n’est, expérimentalement pas très grande, (bornée par
1.4 dans notre application), ces résultats et hypothèses combi-
nés avec (6) permettent de suggérer l’intervalle de confiance
suivant :

P
α′

P

ε√
1 + δη

√
1− e−P/k0
1− e−m/k0 ≤ ||h||2

≤ α′′

P

2ε√
1− δη

√
1− e−P/k0
1− e−m/k0

 ≥ 1− η

(13)

En réalité les termes exponentiels sont rapidement voisins de 1
et peuvent être négligé.



6 Confirmation expérimentale :

A partir d’une matrice aléatoire 20× 400, nous avons procédé
à des tirages de vecteurs aléatoires de parcimonie s = 3 pour
un bruit additif de puissance croissante. Pour cette valeur de s
le paramètre δη a été évalué à partir d’essais équivalents à ceux
de la figure (3). Le problème est résolu avec les routines de la
toolbox matlab l1magic [8]. A chaque tirage, on note à la fois
||x∗ − x||2 et ε = ||z||2. Les résultats sont portés sur la figure
(6). On observe que le comportement statistique du nuage de
points est raisonnablement conforme aux prévisions ; La quan-
tité de valeurs de ||h||2 dépassant le seuil est compris entre 0 et
10% selon les intervalles de ε considérés, et on observe égale-
ment que le seuil inférieur est bien confirmé.

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

c ε√
1 − δ

ε√
1 + δ

Nb. de tirages :10000
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FIGURE 6 – Vérification expérimentale de l’intervalle de
confiance (c = 2.8)

7 Conclusions

Les techniques d’optimisation disponibles permettent d’abor-
der de façon efficace des problèmes inverses comme celui de
la localisation de sources acoustiques. Le contexte de l’échan-
tillonnage compressé, qui semble s’imposer naturellement (lo-
caliser un petit nombre de sources actives parmi un grand nombre
de possibilités en disposant de quelques capteurs), ne garanti
pas les résultats parce que les caractéristiques d’isométrie de la
matrice de mesure ne sont pas facilement connues. Mais il est
donc possible en pratique de garantir statistiquement des résul-
tats dès qu’on peut s’assurer d’une isométrie statistique.

Les résultats de localisation obtenus tant en simulation que
sur des données expérimentales viennent conforter ces résul-
tats et montrent effectivement que ces techniques d’optimisa-
tion permettent d’obtenir des résultats nettement supérieurs à
ceux founi par le beamforming, même dans son approximation
de champ proche [9].
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