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Résumé –Nous traitons de l’estimation d’un canal de communication radio-mobile aléatoire selon un modèle de Rayleigh à spectre Doppler
de Jakes, et non-sélectif en fréquence. Une méthode classique de la littérature consiste à approcher les variations du canal par un modèle Auto-
Régressif du premier ordre (AR1) dont le paramètre est ajusté selon un critère de coïncidence de corrélation (CM), puis à réaliser l’estimation par
Filtrage de Kalman (KF). Performant sur des canaux rapidement variables, l’algorithme obtenu exhibe toutefois des performances décevantes en
terme de distance à la Borne de Cramer-Rao Bayesienne (BCRB) pour des variations plus lentes. Nous proposons 3 améliorations incrémentales
à cet algorithme. La première consiste à remplacer le critère CM par un critère plus adéquat de Minimisation de la Variance Asymptotique
d’estimation (critère MAV). Nous remplaçons ensuite le filtre de Kalman parun simple filtre invariant du premier ordre optimisé selon le critère
MAV, avec quasiment les mêmes performances asymptotiques que le KFoptimisé. Les expressions du paramètre optimal de ce filtre en fonction
de l’état du canal (Doppler, RSB), ainsi que de l’EQM correspondante sont établies. Enfin, nous proposons une version adaptative de ce filtre ne
nécessitant pas de connaissancea priori sur l’état du canal, mais auto-optimisée directement à partir des donnéesobservées.

Abstract – This paper deals with the estimation of the flat fading Rayleigh channel with Jakes’ spectrum. A common method used in the
literature consists in a Kalman Filter (KF) based on a first-order autoregressive (AR1) approximation of the channel, with a parameter of the
AR1-model previously fixed by a Correlation Matching (CM) criterion. But in case of slow fading variations, this CM criterion is shown to be
far from optimal in terms of distance to the Bayesian Cramer Rao Bound (BCRB). We propose three incremental improvements. The first one
consists in using a more adequate criterion based on the Minimization of the Asymptotic Variance (MAV) of the estimator. The second one is to
replace the KF by a lower complexity time-invariant order-one filter, with quasi same steady-state MSE performance after MAV optimization.
Closed-form expression of the optimal filter-parameter (and corresponding MSE) are given versus the channel state (Doppler, SNR). Finally, we
propose a self-adaptive version of the filter working withouta priori knowledge of the channel state.

1 Introduction

Cet article s’inscrit dans le thème de l’estimation de canal
pour les communications radio-mobiles. Le problème traitéest
celui de l’estimation d’un canal qui évolue selon un modèle
aléatoire de Rayleigh à spectre Doppler de Jakes (modèle le
plus courant du domaine). Nous nous intéressons à la déter-
mination d’algorithmes et plus particulièrement au réglage des
paramètres de ces algorithmes pour le cas du canal à évanouis-
sement plat en fréquence. Une méthode classique de la littéra-
ture consiste à approcher les variations du canal par un modèle
Auto-Régressif du premier ordre (AR1) dont le paramètre est
ajusté selon un critère de coïncidence de corrélation (notéCM
pour “Correlation Matching” [1][2] dans la suite), puis à réa-
liser l’estimation de manière séquentielle à l’aide d’un Filtre
de Kalman (KF) [3]-[8]. Performant sur des canaux rapide-
ment variables [8], l’algorithme ainsi obtenu, notéAR1CM-KF,
s’avère décevant en terme de distance à la Borne de Cramer-
Rao Bayesienne (BCRB), dans le cas le plus courant de va-
riations lentes relativement à la durée symbole, comme nous
l’avons observé récemment dans [9] (voir aussi [7]-Fig.3) puis

justifié dans [12]. Dans cet article, nous proposons 3 améliora-
tions incrémentales à l’algorithme initial, en se limitanttou-
jours à des structures de filtres d’ordre 1 (voir [9] pour des
algorithmes basés sur des boucles du second-ordre). En sup-
posant d’abord les mêmes connaissancesa priori (modèle, fré-
quence Doppler normaliséfdT, et Rapport Signal à BruitSNR)
que pour l’algorithme initialAR1CM-KF de la littérature, une pre-
mière contribution consiste à remplacer le critère CM par un
critère plus adéquat de Minimisation de la Variance Asympto-
tique d’estimation (critère MAV). Le premier algorithme pro-
posé, nomméAR1MAV -KF, est donc le Kalman découlant du nou-
veau modèle AR1 optimisé. Une deuxième contribution consite
à remplacer le filtre KF optimisé par un simple filtre invariant
du premier ordre,O1MAV -F (qui peut aussi être interprété comme
un algorithme du gradient stochastique à pas constant opti-
misé selon le critère MAV), avec quasiment les mêmes perfor-
mances asymptotiques. La troisième contribution est un algo-
rithme,O1AUTO-F, n’utilisant pas de connaissancea priori : il uti-
lise la structure du filtre du premier ordre, mais cette fois avec
un paramètre variable et optimisé directement à partir des don-
nées (qui peut aussi être interprété comme étant un algorithme



du gradient stochastique à pas auto-optimisé). L’analyse théo-
rique et les simulations valident notre approche avec une amé-
lioration intéressante en terme d’Erreur Quadratique Moyenne
(EQM) dans les choix proposés par rapport à l’algorithme de
KalmanAR1CM-KF de la littérature, surtout pour le cas de varia-
tions du canal lentes à l’échelle du temps symbole (fdT << 1).

Organisation : la section 2 présente le modèle mathématique
et l’algorithme de référence, alors que les algorithmes amélio-
rés sont en section 3. Les résultats de simulation sont présentés
en section 4, avant la conclusion en section 5.

2 Modèle et Algorithme de référence

2.1 Modèle et objectif d’estimation

Nous considérons l’estimation d’un canal de Rayleigh à éva-
nouissements plats. L’observation à temps discret est1 :

yk = αk + Nk (1)

où k est l’indice temporel (symbole),Nk est un bruit blanc ad-
ditif centré complexe circulaire Gaussien de varianceσ2

N, etαk

est le gain complexe (GC) du canal centré complexe circulaire
Gaussien de varianceσ2

α = 1. La fréquence Doppler normali-
sée estfdT, oùT est la période symbole. On suppose un spectre
Doppler de Jakes :

Γα( f ) =







σ2
α

π fd

√

1−
(

f
fd

)2
si | f | < fd

0 si | f | > fd

(2)

La fonction de corrélation du gain complexe est alors :

Rα [n]
def
= E

{

αk.α∗
k−n

}

= σ2
α .J0(2π fdT.n), n∈ Z (3)

oùJ0 est la fonction de Bessel d’ordre 0 de 1ère espèce.
Nous cherchons, pour ce modèle d’observation et ceta priori

sur l’évolution du gain, des estimateurs non biaisésα̂k de αk.

On noteσ2
ε

def
= E

{

|εk|2
}

la variance de l’erreur d’estimation

εk
def
= αk− α̂k.

2.2 Etat de l’art : estimation du gain complexe
par Kalman avec modèle AR1 et critère CM :
AR1CM-KF

Kalman pour un modèle AR1. La suite des gains complexes
est approchée par un modèle AR d’ordre 1,αAR1 définit par :

αAR1
k = γ.αAR1

k−1 +ek (4)

avec 0< γ < 1. ek est un bruit blanc complexe Gaussien circu-
laire de varianceσ2

e = (1− γ2)σ2
α . Le coefficientγ vérifie :

γ =
RαAR1[1]

RαAR1[0]
(5)

1Ce modèle simplifié utilisé pour l’étude théorique suppose queles sym-
boles d’information sont normalisés et connus ou parfaitementdécidés. L’effet
des décisions (avec erreurs possibles) sera mesuré seulementdans la partie si-
mulation. Notons qu’un modèle semblable à (1) apparaîtrait aussi dans des cas
réalistes plus complexes, comme en OFDM avec des sous-porteuses pilotes et
un canal de Rayleigh sélectif en fréquence [9][8].

Le Kalman [10] correspondant (oùKk est le gain de Kalman et
Pk la variance de l’erreur de prédiction) est :

Kk = [γ2Pk−1 +σ2
e ]/[γ2Pk−1 +σ2

e +σ2
N] (6)

Pk = (1−Kk)(γ2Pk−1 +σ2
e) (7)

α̂k = γα̂k−1 +Kk(yk− γα̂k−1) (8)

Choix de γ par critère CM [1][3]. Le critère CM consiste à
faire coïncider la fonction de corrélation du modèle AR1 avec
celle du vrai gain pour les retardsn ∈ {−1,0,1}, i.e. RαAR1[0] =
Rα [0], etRαAR1[1] = Rα [1]. D’où, d’après (5)&(3),

γCM = J0(2π fdT) (9)

[12][13] montrent que pour un Doppler faible (fdT ≤ 10−2) et

un SNR standard (0.01≤ σ2
N

σ2
α
≤ 1), la variance asymptotique de

l’algorithme AR1CM-KF est loin de la BCRB car dominée par la
variance du bruit d’après :

σ2
ε (AR1CM) ≈ σ2

N + π√
2

fdTσα σN (10)

3 Algorithmes améliorés

3.1 Kalman avec modèle AR1 et critère MAV
(Minimisation de la Variance Asymptotique) :
AR1MAV -KF

Le système (1)&(4) étant observable, le gain de KalmanKk

ainsi que la variancePk convergent et le filtre de Kalman se ré-
duit asymptotiquement à un filtre invariant [10]. Comme nous
l’avons montré dans [12][13] pour le cas de faible Doppler
et SNR standard, la valeur asymptotique du gainK∞ déduite
des équations de Riccati ((6) et (7) à la convergence) estK∞ ≈
σe/σN. La variance asymptotiqueσ2

ε se déduit alors de (1)&(8)
en tant que fonction deγ, et peut-être minimisée pour délivrer
la valeur optimale deγ et la variance correspondante :

γMAV =

√

1−4 3
√

(π fdT)4σ2
N/σ2

α (11)

σ2
ε (AR1MAV ) ≈ 3

2
(σ2

α)
1/3(

π fdTσ2
N

)

2
3 (12)

3.2 Filtre d’ordre 1 à pas fixé par un critère MAV :
O1MAV -F

Afin notamment de réduire la complexité du KF, nous consi-
dérons maintenant un simple filtre invariant du premier ordre :

α̂k = α̂k−1 + K(yk− α̂k−1) (13)

Cet algorithme peut être interprété comme un algorithme du
gradient stochastique visant à minimiserJ(α̂) = E{|yk− α̂|2}.
Il ressemble à l’éq. (8) du Kalman mais en fixant le pasKk à
une constante réelleK et en imposantγ = 1 (ce qui revient à
remplacer le modèle d’évolution AR1 en (4) par un Brownien
centré). A partir de (1) et (13), l’analyse montre que l’estimé



α̂ résulte d’un filtrage de l’observationy par un filtre passe-bas
du 1er ordreL(z) = K

1 − (1−K)z−1 , qui a pour fréquence de cou-

pure normaliséefc.T = K/2π. Il en résulte que la variance de
l’erreur d’estimation est :

σ2
ε =

+ 1
2T

∫

− 1
2T

|1−L(ej2π f T)|2Γα( f )d f + σ2
NT

+ 1
2T

∫

− 1
2T

|L(ej2π f T)|2d f

≈ 1
2
.(

2π fdT
K

)2.σ2
α + σ2

N.
K
2

(14)

où l’approximation est obtenue en supposantfd.T << 1 et la
pulsation de coupure bien réglée telle que 2π fdT ≤K << 1. La
variance (14) peut être minimisée relativement àK pour donner
le pas optimalKMAV et la variance minimale correspondante :

KMAV = 2(π fdT)2/3.(σ2
α/σ2

N)1/3 (15)

σ2
ε (O1MAV ) ≈ 3

2
(σ2

α)
1/3(

π fdTσ2
N

)

2
3 (16)

Cette variance est donc la même (en mode de poursuite) que la
variance approchée (12) du Kalman AR1 optimiséAR1MAV -KF .

3.3 Filtre d’ordre 1 à pas variable auto-optimisé :
O1AUTO -F

Dans le filtre précédent, le calcul du pas optimalKMAV se-
lon l’éq. (15) nécessite la connaissancea priori de l’état du

canal (fdT et SNR=
σ2

α
σ2

N
). Le modèle d’observation étant sta-

tionnaire, on cherche maintenant à estimer la valeur du pas op-
timal du filtre d’ordre 1 à partir des données, sans utiliser d’in-
formationa priori sur l’état du canal. Pour cela [11], on mini-
mise la fonction de coûtJ2(K) = limk→∞E{|yk− α̂k|2} par gra-
dient stochastique. Etant donné que∂

∂K |yk− α̂k|2 = 2ℜ{(α̂k−
yk).(

∂ α̂k
∂K )∗}, et queGk

def
= ∂ α̂k

∂K = (1−K).Gk−1 + (yk− α̂k−1),
on déduit l’algorithme suivant :

α̂k = α̂k−1 + Kk−1× (yk− α̂k−1) (17)

Gk = (1−Kk−1).Gk−1 + (yk− α̂k−1) (18)

Kk = Kk−1 + µ .ℜ [(yk− α̂k)×G∗
k] (19)

où le pasKk est mis à jour au cours du tempsk, et le réelµ
pourra être choisi dans une large plage (0< µ << 1) sans trop
influencer les performances asymptotiques (mais seulementla
vitesse de convergence vers la constanteKMAV, Cf. [11]).

4 Résultats de simulation Monte-Carlo
La Fig.1 compare les EQM des différents algorithmes obte-

nus par simulation Monte-Carlo. On note d’abord qu’avec le
critère CM de la littérature, l’EQM duAR1CM-KF est presque
constante vis-à-vis de la fréquence Doppler pourfdT << 1,
et est éloignée de la BCRB. Ceci est en accord avec l’éq. (10)
puisque pour desSNRstandards, on aσ2

ε (AR1CM)≈σ2
N. Ensuite,

les EQM expérimentales des algorithmesAR1MAV -KF et O1MAV -F

sont très proches de celle donnée par les formules (12) ou (16),
et sont surtout bien plus faibles que celles obtenues par l’algo-
rithme AR1CM-KF. L’amélioration est très claire à faible vitesse
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FIG. 1 –EQM expérimentales des estimateurs de la littérature
AR1MAV-KF et proposés : (a) en fonction du SNR, pour fdT =
10−3, et (b) en fonction de fdT, pour SNR = 20 dB. Références :
variance théorique (12) ou (16) (croix) et BCRB [8] (étoiles).
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FIG. 2 –Evolution du pas de l’algorithme auto-optimiséO1AUTO-
F au cours des itérations, pour fdT = 10−3 et SNR = 20 dB.

( fdT = 10−4), et ceci d’autant plus que le SNR est bas. Par
ailleurs, dans le scénario où l’état du canal est inconnu, les per-
formances obtenues en poursuite avec l’algorithme à pas auto-
optimisé (O1AUTO-F) sont très proches de celles obtenues avec
connaissancea priori de l’état du canal par les algorithmes
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FIG. 3 – Taux d’Erreur Binaire pour une modulation BPSK et
une estimation de canal semi-aveugle, avec fdT = 10−3.

AR1MAV -KF et O1MAV -F, du moment queµ ≤ 0.01 (ouµ ≤ 0.001
pour les très faibles SNRs). La figure 2 illustre (une réalisation
de) la convergence du pas auto-optimiséKk vers le pas optimal
KMAV. La convergence est bien sûr d’autant plus rapide queµ
est grand, mais au détriment de la variance asymptotique.

Alors que les résultats précédents donnent des EQM pour
des symboles connus, la figure 3 permet d’illustrer sommai-
rement les résultats en terme de Taux d’Erreur Binaire (TEB)
pour une transmission de symboles BPSK constitués à 90% de
symboles inconnus (une trame est constituée de 10 symboles
pilotes connus pour 100 symboles transmis). Dans ce contexte,
le canal est estimé en semi-aveugle alternativement à l’aide
des pilotes ou des décisions2. L’estimation de canal par l’al-
gorithmeO1MAV -F permet une amélioration significative du TEB
pour les faibles SNRs par rapport à la méthode utilisant l’algo-
rithme de référenceAR1CM-KF.

5 Conclusion

L’étude portait sur la poursuite d’un canal de Rayleigh à
évanouissement plat à l’aide de filtres d’ordre 1 seulement.
Elle a montré une amélioration intéressante dans les choix pro-
posés (AR1MAV -KF, O1MAV -F, O1AUTO-F) par rapport à l’algorithme
de KalmanAR1CM-KF de la littérature (où le paramètre du filtre
est fixé par “coïncidence de corrélation”), surtout pour le cas
usuel de variations du canal lentes à l’échelle du temps sym-
bole (fdT << 1) et faibles SNRs. Pour le scénario où l’état
du canal est supposé connu (modèle,fdT, SNR), les expres-
sions théoriques des paramètres optimaux pour régler les al-
gorithmesAR1MAV -KF et O1MAV -F sont données. Nous avons aussi
montré que la variance asymptotique de ces 2 algorithmes dé-
croît selon l’exposant 2/3 du SNR, et croît comme l’exposant

2Le modèle (1) devient alorsyk = αk × sk + Nk où sk ∈ {−1;+1} sont
les symboles. Les équations du Kalman (8) et du filtre (13) sont modifiées en
remplaçantyk par yk × ŝ∗k|k−1 où ŝk|k−1 = sk si sk est connu (pilote) ou bien

ŝk|k−1 = sgn
{

ℜ(α̂∗
k−1×yk)

}

si sk est inconnu (donnée). Dans ce cas, ˆsk|k−1

représente la décisiona priori, et la décisionfinalesera ˆsk = sgn
{

ℜ(α̂∗
k ×yk)

}

.

2/3 de fdT. Par ailleurs, dans le scénario où l’état du canal est
inconnu, les performances obtenues en poursuite avec l’algo-
rithme à pas auto-optimisé (O1AUTO-F) sont très proches de celles
obtenues avec connaissancea priori de l’état du canal.
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