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modulées linéairement de débits différents
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Résumé — Dans cet article nous nous intéressons a la séparation de mélanges instantanés de signaux
modulés linéairement de débits différents. Le but de cet article n’est pas de proposer une nouvelle méth-
ode de séparation, mais plutét de montrer comment les performances liés a I'extraction d’une source du
mélange peuvent étre améliorés par I'utilisation d’une nouvelle classe d’estimateurs inspirés du principe du
maximum de vraisemblance. L’analyse des performances asymptotiques de ces estimateurs met en évidence
des propriétés qui se révelent utiles dans la séparation des certains types de mélanges. En particulier pour
des mélanges de sources de bandes passantes différentes nous montrons que les sources de bande passante
les plus faibles peuvent en principe étre extraites du mélange a des fluctuations statistiques pres dont
les variances décroissent plus vite vers 0 que I'inverse de la durée d’observation. Nos résultats confirment
I'intérét des estimateurs proposés et permettent d’évaluer leur potentiel pour la séparation de sources.

Abstract —

1 Introduction et Contexte. que toutes les approches d’inversion directes,
est toutefois de supposer le mélange non bruité.
Nous supposons que K signaux sources, notés
(Sa,k(t))k=1,....K, & valeurs complexes et & temps
continu, sont transmis par K émetteurs dans
des canaux de propagation mono-trajet. Le sig-
nal résultant est regu sur un réseau de K an-
tennes, produisant ainsi un signal a temps con-
tinu de dimension K noté y,(t), s’écrivant sous
la forme y,(t) = Hs,(t) ou H est la matrice
de mélange supposée inconnue et ol s,(t) =
($a.1(1), -, 8a.x(t))T. Comme indiqué plus haut,
nous n’intégrons pas dans le modele de bruit ad-
ditif. Le signal recu est échantillonné a une péri-
ode T, vérifiant les conditions de Shannon, et
l'on note y(n) = ya.(nTe) et s(n) = s,(nTe) =
(s1(n),...,sx(n))T les signaux & temps discret
correspondants. Le probleme de la séparation
aveugle de sources consiste a déterminer une
matrice K x K, noté G, de sorte que le sig-
nal Gy(n) coincide aux indéterminations pres
avec le signal s(n). Dans ce cadre, nous nous
intéressons au cas ou chaque signal s, x(t) est
supposé étre modulé linéairement par une suite

Le probleme de la séparation de mélanges in-
stantanés de sources a été amplement étudié
dans le cas ou les signaux sources sont station-
naires. Les travaux relatifs au cas de signaux
non stationnaires sont moins nombreux. A titre
d’exemple, on peut mentionner le travail [1] dans
lequel les variations temporelles de puissance
sont exploitées, et les articles [2], [3] (voir aussi
[4] dans le cas de mélanges convolutifs) con-
sacrés au contexte de signaux transmis par des
systemes de communication numériques qui sont
cyclostationnaires. Dans cet article, nous con-
sidérons le cas ou les signaux sont modulés linéaire-
ment par des symboles indépendants identique-
ment distribués utilisant des débits symboles
connus, et en général différents. Alors que les
approches développées dans [2] et [3] reposent
sur des criteres ad-hoc, nous tentons ici de for-
muler le probléeme de l'inversion du mélange en
utilisant le principe du maximum de vraisem-
blance, nous inspirant ainsi de [5]. L'un des in-
convénients de cette formulation, au méme titre



de symboles (ax(n))nez ii.d, centrée, de vari-
ance 1, et dont les parties réelles et imaginaires
sont indépendantes de mémes lois. Le signal s, j
se met ainsi sous la forme

Sa,k(t) = Z ak(n)hmk(t —nTy)

nez

(1.1)

ou T} représente la période symbole utilisée par
la source k, et olt hg k() est le filtre de mise en
forme, de bande passante [— 12+T1’“, 1;7“1k]7 avec
0 < 4 < 1. Dans cet article nous considérons
uniquement le cas de sources de périodes sym-
boles différentes et connues par le récepteur.
Cette derniere hypothese peut soit résulter d’une
connaissance a priori, soit avoir été obtenue par
I'intermédiaire d’algorithmes standards perme-
ttant d’estimer les périodes symboles via des
approches exploitant la cyclostationnarité des
signaux transmis. Notre but est de proposer
une approche permettant d’estimer la matrice
H~! par le biais du principe du maximum de
vraisemblance d’'une facon assez analogue a celle
qui a été développée dans [5]. Pour effectuer les
calculs aboutissant a nos estimateurs, nous sup-
posons tres provisoirement que pour tout k, les
éléments de la suite (ag(n))nez ont une loi de
probabilité absolument continue de densité py
connue (ay(n) étant complexe, p; désigne la loi
conjointe de la partie réelle et la partie imagi-
naire de ax(n)), et que le filtre de mise en forme
ha, est également connu. Nous verrons toute-
fois que ces hypotheses ne sont en pratique pas
nécessaires pour pouvoir mettre en oeuvre le
type d’estimateurs proposés.

2 Mise en évidence des esti-
mateurs.

Pour effectuer les calculs aboutissant a nos es-
timateurs, nous supposons tres provisoirement

que pour tout k, les éléments de la suite (ar(n))nez

ont une loi de probabilité absolument continue
de densité pj connue (ay(n) étant complexe, py
désigne la loi conjointe de la partie réelle et la
partie imaginaire de ag(n)), et que le filtre de
mise en forme h, ; est également connu. Nous
verrons toutefois que ces hypotheses ne sont en
pratique pas nécessaires pour pouvoir mettre en
oeuvre le type d’estimateurs proposés.

Nous supposons que le signal recu est ob-
servé sur M échantillons, et nous notons y =

(y(O)T,...,y(M — 1)T)T le vecteur de dimen-
sion NM regu. De méme, pour k = 1,..., K,
nous posons s = (55(0),...,s,(M—1))T et s =

(st,...,sE)T. Nous allons formuler le probleme
de séparation de sources comme celui de 'esti-
mation au sens du maximum de vraisemblance
d’une matrice de séparation G qui coincide avec
I'inverse de H a une permutation et a une ma-
trice diagonale pres. Afin de simplifier les no-
tations, nous supposons que nous sommes en
mesure d’estimer la matrice H™! exactement.
Nous posons dans la suite r(m) = Gy(m) méme
si r(m) coincide avec s(m) dans le cadre de
notre convention G = H~'. Nous appelons égale-
ment r,(t) = Gy, (t) le vecteur des signaux re-
constitués; on a bien entendu r(m) = r,(mT,).
Comme dans le contexte des problemes d’esti-
mation de parametres, nous appelons pg(y) la
vraisemblance de 'observation lorsque G coin-
cide avec H™1. Soit ps, (X1), . . -, Ps (Xxc ) les den-
sités de probabilités conjointes des vecteurs aléa-
toires sy, . . .,8x, X = (71(0),. .., 2 (M—1))T)
Vk=1,..., K, représentant des vecteurs de di-
mension M de valeurs génériques prises par les
vecteurs (sg)g=1,. k. On appelle par ailleurs
ps(x) la densité de probabilité de s, qui, compte
tenu de I'indépendance des sources, se met sous
la forme ps(x) = ps, (X1) - . Psy (Xx). Dans ces
conditions, il est facile de vérifier que la log
vraisemblance normalisée £,,(G) = 77 log pc(y)
est donnée par

K
L,(G) = log detG +log detG" + % ; log ps,, (rx)
(2.2)
otry = Iy ®gr)y = (re(0), ..., rp(M — 1)T
représente le vecteur de la k-iéme source recon-
stituée (g est alors la k-ieme ligne de G). La

matrice de séparation G optimale au sens du
maximum de vraisemblance est celle qui max-
imise la fonction G — L£,(G). Il convient d’-
exprimer pg, (r;) de fagon plus explicite afin
d’aller plus loin dans les calculs permettant de
déterminer I'estimateur du maximum de vraisem-
blance. Pour cela, nous remarquons que le sig-
nal & temps continu r, (¢) coincide avec s,k (t)
donnée par (1.1). En négligeant les effets de
bord, on peut écrire que rr = Hrap ou Hy
représente la matrice de taille MxapM définie
par Hy(m, j) = hor(mT. —jT%) et ot oy, = %
On constate que le vecteur de dimension M ry
est engendré par Mo, variables aléatoires in-
dépendantes. Ceci implique 'existence de rela-
tions linéaires déterministes entre les composantes
de ry. Ceci signifie que la loi conjointe de rj con-
tient une partie singuliere. Appelons Gy une in-
verse a gauche de Hj, et soit Py, une base orthog-
onale du complément orthogonal de ’espace en-
gendré par les colonnes de Hy,. Alors, ps, (ry) est
égal & un facteur pres a pa, (Gery) (5(735}1'1C =0)
ot §(PHr), = 0) représente une masse de Dirac



localisée sur ’ensemble des vecteurs r;. vérifiant
’P,f r; = 0. Le vecteur ry reconstitué doit alors
appartenir a I’espace colonne de Hj. Comme en
pratique cette condition ne peut étre exploitée
que si le filtre h, ;, est parfaitement connu, nous
préférons ne pas tenir compte de cette informa-
tion et proposons de maximiser par rapport G
la quantité

K
1
_ H
L(G) = log detG+log detG +M ,;:1 log pay (Girr)

Compte tenu de l'indépendance des symboles,
10g pay, (Grrr) = > ; log pi. [(Grrx) (5)]- Notre for-
mulation fait apparaitre des inverses a gauche
G a priori quelconques. Nous choisissons de
considérer des matrices Gy constituées a par-
tir de filtres & temps continu g, 1 (t) permettant
de reconstituer les symboles ay(j) & partir du
signal ri(m). Soit g, x(t) la réponse impulsion-
nelle d’un filtre vérifiant Tik Jg Pk (t)gak (G Tk —
t) dt = 0(j), condition qui équivaut & dire que le
filtre hq i * ga,i est un filtre de Nyquist pour la
cadence T}. Il est facile de se convaincre qu’aux
effets de bord preés, la matrice G, définie par
(Gr)(g,m) = %ga’k(ka —mT,) est une inverse
a gauche de Hj, car

1
(lk:(]) = (gkrk)(]) = T—k/Rga’k(ka — t)ra,k(t) dt
T. +oo
=T > Gan(iTk — mTe)ry (mTe)

Si le filtre de mise en forme hg i (t) est un fil-
tre de demi-Nyquist, le filtre adapté g, x(t) =
ha,k(—t) est un filtre de ce type. Apres quelques
calculs, on établit que I’annulation des dérivées
partielles de £ par rapport aux éléments de G
conduit & définir 'estimateur du maximum de
vraisemblance G de G par les équations :

—_

M—
1 . " )
i Z:O Fr(m) Z Vi(a(4))9a (GT1 — mTe) = 0
m= J

(2.3)
olt £(m) = Gy(m), ¥i(a) = Zpi(a) et out &(y)
représente 'estimateur du symbole a;(j) défini

par

Te M-—1
a(j) = T Y Gaa(GTi = nT.)iu(n)  (2.4)
n=0

Ces équations expriment la décorrélation ap-
prochée du k-ieme signal reconstitué (7 (m))mez
avec le signal (4;(m))mez défini par 4;(m) =
S, (@ (j))gat (7 Ti — m1T,), correspondant a un
signal obtenu en mettant en forme les "sym-

boles” ¢;(a;(j)) par le filtre de mise en forme

Kai(t) = Go,(—t). On constate que la résolu-
tion de ces équations supposent de connaitre
les fonctions 1, et les filtres égaliseurs g (t)
qui eux-mémes dépendent des filtres de mise en
forme hg(t) pour [ = 1,..., K. En pratique,
les fonctions v; peuvent étre remplacées par des
fonctions pertinentes ¢; vérifiant E(¢;(a;)) =0
pour tout I. De plus, lorsque les filtres de mise
en forme sont inconnus, il est possible d’estimer
un égaliseur g, ,(t) par une technique d’égali-
sation aveugle opérant sur un signal 7, ;(m)
obtenu grace a un premier algorithme de sépa-
ration non optimum. Enfin, ces équations per-
mettant d’estimer G peuvent étre résolues en
les linéarisant autour de I’estimateur initial. Par
conséquent, les idées qui viennent d’étre présen-
tées sont en pratique tout a fait implémenta-
bles.

3 Performances asymptotiques

Afin d’étudier le comportement asymptotique
des estimateurs proposés, il convient d’écrire
Pestimateur de la k-ieme reconstituée 7 (m) sous
la forme 7y (m) = ri(m)+3_, . Ak prp(m). En
évaluant les variances asymptotiques des Ay,
on peut se faire une idée de I'influence de chaque
source sur la source reconstituée. Le point le
plus remarquable de notre analyse est que si
les filtres de mise en forme sont des filtres de
demi-Nyquist et les filtres égaliseurs coincident
avec leurs filtres adaptés, et que la condition
12+T7: < 12}71 est vérifiée (qui implique en par-
ticulier que la source k a une bande passante
plus faible que la source 1), alors on obtient avec
#1(a) = pla|>=Va (ot p est un entier) les ex-
pressions suivantes

T, (p—1)2
E(|Ag,]?) =
(‘ k,l| ) MTe (1_p2%)2
7, (1-pz)?
E(AP) = — Tl (3.5

MT. (1-p*7t)?

Le casoup =1 et T}, # T} est tout a fait spé-
cifique puisque on trouve E(|Ax;|?) = 0 et que
E(|ALx?) = 1\;[5“ . L’estimateur permet donc
d’éliminer la contribution de la source de bande
la plus large dans I'estimée de la source de bande
la plus petite, qui se trouve donc restituée de
facon optimale. Nous représentons sur la figure
3 les quantités M%E|Ak,l|2, M%E\AUCP et
leur somme en fonction de % dans le cas ou
Y =7 =7 = 0.5 et ou p = 1. La condition sur
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les bandes passantes des sources est alors équiv-

alente & AL < %, mais on peut constater que

T
MZE| Ay 1|?, MZE|A, |? sont numériquement
égaux a 0 et 1 jusqu’a L}i < % environ. Le point
le plus notable est que la somme des covariances
des erreurs n’est pas minimale dans le cas ou la
source de bande passante la plus faible est par-
faitement restituée. Il est également intéressant
de considérer un modele de mélange dans lequel
la source k est observée, i.e. yi(m) = ri(m) et
yi(m) = r(m) + oy prr(m). L'estimateur na-
turel de & 1 est défini par

M—1 *
. ﬁ Zm:O yi(m)yx(m)
al,k - 1 M—1 9
M Zm:O |yk(m)|

et sa covariance asymptotique E|&; . — o ;|2 est
égale, si la condition sur les bandes passantes
des signaux est vérifiée, & E(|A; x|?) = Elay —
agl? = J\/?Te En d’autres termes, la variance
sur I'estimée de la source [ fournie par la tech-
nique de séparation de sources proposée est ex-
actement la méme que si on observait parfaite-
ment la source k. Si la condition sur les ban-
des passantes n’est pas vérifiée, il est intéres-
sant de comparer E|&; j — ag 2 avec la somme
E(|Ag i |*)+E(|Ask|?). La figure 3 présente cette
comparaison qui montre que ’algorithme de sé-
paration de sources tend a produire globale-
ment de meilleurs résultats que dans le cas ou
la source k est observée. Ceci tend a montrer
qu’il est plus aisé de séparer des mélanges ou
les 2 sources sont effectivement mélangées.

Y=Y, =05

MT *E \Akl\z

MTe *EIB P

e MTAE B+ E 18,

| _ 2
MTJE g, -af

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

4 Reésultats numériques.

Afin d’évaluer le potentiel des algorithmes
proposés, nous présentons quelques résultats de
simulation. Nous avons choisi de comparer les
performances des algorithmes basés sur les esti-
mateurs de maximum de vraisemblance a ceux

obtenus avec 'algorithme du CMA avec défla-
tion décrit en [4]. Nous avons considéré un mélange
instantané de 3 sources circulaires, modulées
linéairement, de méme puissance, de périodes
symbole différentes et du méme exces de bande,
observé sur un réseaux de 3 capteurs. Les fonc-
tions ¢ sont toutes égales & ¢;(a) = ala|? et les
filtres g, (t) ont été estimés en appliquant des
égaliseurs aveugles aux sorties du séparateur
initial correspondant & I'algorithme du module
constant utilisé avec une procédure de déflation.
La période d’échantillonnage est égale a T, =
fjg,us et les durées d’observation correspondent
a 200 symboles et 500 symboles pour la source
de période symbole 3,6us. Dans chaque cas,
nous avons calculé le gain moyen sur le SINR
(en décibels) produit par le nouvel algorithme
par rapport a l’algorithme de référence. Le tableau
1 contient les résultats, ainsi que les valeurs
des parametres considérés. On peut facilement
constater un gain important en performance en
utilisant les estimateurs proposés.

Ty =34ps ,To = 3.6pus , T3 = 3.9us
0fi=0fa=0df3=05
200 symboles QAM4 | QAM4 | QAM4
Gain(dB) 1.3806 1.3383 0.8639
500 symboles QAM4 | QAM4 | QAM4
Gain(dB) 2.2217 2.0376 1.2333

TABLE 1 — Gain moyen sur le SINR produit
par le nouvel algorithme par rapport a l'algo-
rithme du CMA
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