Méthode variationnelle pour le démélange d’images hyperspectrales
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Résumé — Cet article étudie une méthode variationnelle Bayésienne pour un probleme de démélange d’images hyperspectrales, consistant a
estimer les coefficients (ou abondances) d’un mélange linéaire de signatures spectrales. Ces signatures spectrales associées a des matériaux
purs sont supposées connues (elles sont estimées a 1’aide d’une méthode d’extraction spécifique ou extraites d’une bibliotheque de spectres).
L’approche proposée requiert la définition de lois a priori pour les parametres d’intérét et les hyperparametres associés. Apres avoir défini les
lois a priori appropriées pour les abondances (lois uniformes sur 'intervalle [0, 1]), la loi jointe a posteriori des paramétres et hyperparametres
du modele est calculée. La complexité de cette loi est contournée par 1’utilisation de méthodes variationnelles qui permettent d’approcher la loi
jointe a posteriori des parametres et hyperparametres du modele. Les résultats de simulations menées sur des données synthétiques et réelles
montrent des performances similaires a celles obtenues avec un algorithme de démélange basé sur des méthodes de Monte Carlo par Chaines de
Markov, avec un temps d’éxécution réduit.

Abstract — This paper studies a variational Bayesian unmixing algorithm for hyperspectral images based on the standard linear mixing model.
Each pixel of the image is modeled as a linear combination of endmembers whose corresponding fractions or abundances are estimated by a
Bayesian algorithm. This approach requires to define prior distributions for the parameters of interest and the related hyperparameters. After
defining appropriate priors for the abundances (uniform priors on the interval [0, 1]), the joint posterior distribution of the model parameters and
hyperparameters is derived. The complexity of this distribution is handled by using variational methods that allow the joint distribution of the
unknown parameters and hyperparameter to be approximated. Simulation results conducted on synthetic and real data show similar performances
than those obtained with a previously published unmixing algorithm based on Markov chain Monte Carlo methods, with a significantly reduced
computational cost.

1 Introduction

L’imagerie hyperspectrale a recu un intérét sans cesse grandissant
dans de nombreux champs d’application différents. Le probleme du
démélange spectral, étape cruciale dans 1’analyse d’images hyperspec-
trales, a été étudié pendant plusieurs décennies par les communautés
de traitement du signal et de I’'image ou de nombreuses solutions ont
été proposées (voir par exemple [1]). Le démélange hyperspectral sup-
pose qu’un pixel de I'image est la combinaison linéaire d’un nombre
donné de spectres purs (appelés endmembers) dont les proportions res-
pectives sont appelées abondances. Supposer que les pixels de I'image {

bandes, c’est a dire n ~ A (0, s> ). Les signatures spectrales ..
et leurs proportions a, sont généralement estimées successivement.
Dans un premier temps, les endmembers sont déterminés a 1’aide de
méthodes d’extraction spécifiques comme par exemple 1’algorithme
N-FINDR développé dans [2] ou bien 1’algorithme MVSA (Minimum
Volume Simplex Analysis) présenté dans [3]. Apres 1’obtention des
spectres purs, les abondances sont estimées dans une seconde étape
dite d’inversion sous les contraintes de positivité et d’additivité inhé-
rentes a la physique du probléme :

ar>0,Vr=1,... R,

Zf:l ar =1.

Un grand nombre d’algorithmes d’inversion respectant ces contraintes
ont été proposé dans la littérature. Par exemple, les méthodes FCLS
(Fully Constrained Least Squares) ou SGA (Scaled Gradient Algo-
rithm) développées dans [4] et [5] sont deux méthodes d’optimisation
(1 qui respectent ces contraintes. Une autre approche introduite dans [6]

sont la combinaison linéaire des endmembers pondérés par les abon-
dances est une hypothese classique pour le démélange hyperspectral.
Plus précisément, le modele de mélange linéaire (MML) considere
qu’un pixel mélangé est la combinaison linéaire des matériaux purs
corrompu par un bruit additif [1] :

(€5

R
Yy = Zmrar +n
r=1

ol y est le spectre du pixel observé dans L bandes, R est le nombre de
matériaux purs dans le pixel, m,. est le spectre du rieme matériau pur,
a, est le coefficient d’abondance correspondant et 2 est le bruit addi-
tif considéré comme blanc Gaussien de méme variance dans toutes les

consiste a munir les abondances de lois a priori et a résoudre le pro-
bleme de démélange dans un cadre Bayésien. En dépit des résultats in-
téressants obtenus par cette approche, un inconvénient des méthodes
Bayésiennes utilisées dans ce contexte est la complexité de la loi a
posteriori d’intérét. Cette complexité nécessite par exemple 1’emploi
des méthodes de Monte Carlo par Chaines de Markov (MCMC) pour



déterminer les estimateurs Bayésiens des parametres inconnus. Or, ces
méthodes sont trés coliteuses en temps de calcul. Dans un cadre Bayé-
sien, une alternative aux méthodes MCMC repose sur I’emploi de mé-
thodes d’approximation variationnelle [7] dont le principe est d’ap-
procher la loi jointe a posteriori des parametres f (6|y) par une loi de
forme simplifiée g (@) qui minimise la distance de Kullback-Leibler
entre les deux lois. La méthode proposée suppose que les abondances
sont définies sur I'intervalle [0, 1]. La loi jointe a posteriori des pa-
rametres du modele obtenu a partir de la vraisemblance et des lois a
priori ne permet pas d’obtenir directement les estimateurs Bayésiens
classiques. Des lors, la loi a posteriori d’intérét peut s’ approcher par
un produit de lois simplifiées.

2 Modele Bayésien
Ce paragraphe présente un modele Bayésien inspiré de [6] pour le
démélange hyperspectral.

2.1 Vraisemblance

Le MML défini dans (1) et les propriétés statistiques du bruit per-
mettent d’écrire y|a,s® ~ N (Ma, sQIL) ou la matrice M =

[ma, ..., mg]. Dés lors, la fonction de vraisemblance de y est :
2y 1 ly — Mal?
f(y|a,s)o<s—Lexp YR 3)
oll o signifie “proportionnel a” et ||| = vaTax est la norme £2

standard. Le paragraphe suivant décrit les lois a priori des abondances,
de la variance du bruit et des hyperparametres associés.

2.2 Lois a priori des parametres
2.2.1 Abondances

Afin de satisfaire les contraintes (2), un choix naturel de loi a priori
est d’utiliser une loi de Dirichlet. Malheureusement 1’application des
méthodes variationnelles avec cette loi de Dirichlet mene a des lois
a posteriori tres difficiles & manipuler. La solution retenue dans cet
article est dans un premier temps de relaxer la contrainte d’additivité
sur les abondances et de les munir de lois a priori indépendantes uni-
formes sur I’intervalle [0, 1], montrant ainsi que ces coefficients sont
des proportions. La loi a priori résultante des abondances peut s’ex-
primer ainsi :

fla)=T] f(ar) = ] 101 (ar) “4)

r=1

ol 1¢(-) est la fonction indicatrice définie sur I’ensemble £.

2.2.2 Variance du bruit

Une loi conjuguée inverse-gamma a été choisie pour la variance du
bruit :
s°|v, 6 ~ IG(v,0) )
ol ¥ = 1 (de maniére similaire a [8]) et § est inclu dans le modele
Bayésien résultant en une modélisation hiérarchique. Comme dans
n’importe quel algorithme Bayésien hiérarchique, une loi a priori pour
I’hyperparametre ¢ doit étre définie. Comme dans [6], une loi non-
informative de Jeffreys est affectée a 4, i.e.,

F(6) o $15+ 6), ©

Ce choix, classique dans les problemes d’estimation Bayésienne, re-
flete le manque de connaissance a priori sur .

2.3 Loia posteriori

En utilisant le théoréme de Bayes, la loi jointe a posteriori du vec-
teur des paramétres inconnus 6 = {a, s*,5} est:

1g+ (8 — Mal|® + 26
101 o i exp (PRI 1 @) )

La loi a posteriori (7) est trop complexe pour déduire simplement les
expression des estimateurs Bayésiens du vecteur des parametres in-
connus 0. Afin de contourner ce probleéme, les estimateurs ont été ap-
prochés dans [6] a partir d’échantillons de la loi (7) générés a I’aide
de méthodes MCMC. Le paragraphe suivant étudie une autre approche
pour retrouver les estimateurs Bayésiens de 0 par I’utilisation de mé-
thodes variationnelles.

3 Approximation de la loi a posteriori

3.1 Méthodes variationnelles

L’idée principale des méthodes variationnelles est d’approcher la
loi a posteriori du vecteur des parametres inconnus @ = {61, ...,0,}
par une loi plus simple appelée loi variationnelle. Un choix courant
consiste & factoriser la loi jointe a posteriori' en plusieurs facteurs
disjoints [9, p. 28-29] :

N

f(Bly) ~ q(6) = [ a(6). ®)

i=1

L’approche optimale est obtenue en minimisant la divergence de
Kullback-Leibler (KLD) entre la loi f(.) et son approximation q(.) :

KLD(f.q) = [ 4(6) log {f%g\?;)] “

En utilisant le théoreme de Bayes, la KLD peut étre réecrite de cette
maniere :

KLD(f,q) = —F(q) +log f(y), ©)
ol F(q) est égal a:
Flq) = /Q(G) log {f;?éz)!)} de. (10)

Puisque la KLD est strictement positive, minimiser KLD(f, q) est
équivalent 2 maximiser F(g). Des lors, la solution du probléme d’op-
timisation % = 0 donne les fonctions approchantes. Comme démon-
tré dans [9, p. 29], la solution optimale ¢(.) de ce probleme, lorsque

1 (8|y) est approché par (8), est donnée par 1’expression suivante :

q(0;) x exp(log f(y,0))e., (11)

ou0,; ={61,...,0i—1,0i11,...,0,}, et (-)g, dénotent I’espérance
par rapport a 6_;, c’est-a-dire les composantes du vecteur 8 différents
de 6;. De plus, I’approximation optimale ¢(0) peut étre calculée en
utilisant un algorithme itératif décrit dans [9, p. 15] ol les “parametres
de formes” (espérances, variances,...) de chaque loi approchante sont
mis a jour successivement. Apres la convergence, les parametres in-
connus peuvent étre estimés a partir des moyennes des lois variation-
nelles selon le principe de I’erreur quadratique moyenne minimum ou
minimum mean square error en anglais (MMSE).

1. La loi approchant dépend bien entendu de y. Par concision, la notation
q(0) représente abusivement cette loi.



3.2 Approximation de la loi a posteriori

Suivant le principe de I’approximation variationnelle décrit précé-
demment, cet article propose d’approcher la loi a posteriori (7) du
vecteur des paramétres inconnus 6 = {a, s2,6 } comme suit

£(0ly) = q(a)q(s*)q(5), (12)

otl les lois approchantes g(a), ¢(s) et ¢(8) sont données ci-dessous.

3.3 Vecteur des abondances

L’approximation variationnelle force I’'indépendance a posteriori
entre les composantes du vecteur des parametres inconnus [9, p. 31].
Des lors, il est possible d’écrire g(a) = Hle q(ar). De plus (11)
méne 2 la loi variationnelle * de - :

> |ly— Ma

L 2
g(ar) x exp <f§ log s 552 + log f(a)> .

Soite, =y — E#T a;m;. On peut montrer apres calculs (voir [10])
que les lois marginales ¢(a, ) sont des lois normales tronquées :

ar ~Noy (e, o), (13)

& = () lm.|?,
" 2 T 1 (14
pr = 0. (er)” mr(3),

et ol NV 4 (m7 ’UZ) est la loi Gaussienne tronquée sur 1’ensemble A de
moyenne cachée m et de variance cachée v?.
3.4 Variance du bruit

En utilisant (11), la loi approchante pour la variance du bruit est la
loi inverse-gamma suivante :

s° ~IG (§+1,%<Hy—MaH2>+<6>>, (15)

avec (||ly — Ma|®) = tr [yy" —2y(a”)M" + M{aa”)M"] et
(aaT) est donné dans [10]. En utilisant les propriétés de la loi inverse-

gamma, la relation suivante peut étre établie : (é%) = ﬁ

3.5 Hyperparameétres

La loi approchante pour § est la loi gamma suivante :

g (n{ L)) a6
S

3.6 Parameétres de formes

Les lois variationnelles données dans les équations (13), (15) et (16)
dépendent des “paramétres de formes” (a..), (aa™), (s*) and (§) qui
sont calculés itérativement en utilisant les relations suivantes

()

(ar) = pr + or = — :
3 forr(1522) —ert (322
=2 (30w - Mal) + ). (13)
(0) = (19)

2. Le terme 6_; dans la notation (-)g_, a été ignoré par concision.

2
oll p(z) = \/%e%. En résumé, I’inférence variationnelle Bayé-
sienne est mise en oeuvre via un algorithme itératif qui met a jour
successivement g(a), g(s?) et ¢(8) utilisant (17), (18) et (19). Quand
la convergence est atteinte, les moyennes des abondances sont nor-
malisées pour s’assurer que la contrainte d’additivité soit respectée.
Les moyennes des lois variationnelles sont ensuite employées pour
approcher les estimateurs MMSE des parametres inconnus. Dans cet
article, le critere de convergence de I’algorithme dépend de la distance
au carré entre les moyennes des abondances a I’itération courante et
celles a I’itération précédente.

4 Résultats de simulations

4.1 Données synthétiques

Ce paragraphe étudie les performances de 1’algorithme proposé pour
le démélange d’un pixel synthétique, généré avec R = 3 spectres
avec pour abondances a = [0.12, 0.37, 0.51]T et comme variance
de bruit s> = 0.001 (correspondant 2 un rapport signal-sur-bruit de *
SNR = 20dB). Les spectres employés dans le mélange ont été extraits
d’une bibliothéque spectrale fournie par le logiciel ENVI et corres-
pondent respectivement au béton de construction, a I’herbe verte et a la
terre grasse micacée. Chaque spectre a un nombre de bandes spectrales
égales a L = 276. La figure 1 montre, en fonction du nombre d’itéra-
tions de I’algorithme, les moyennes des estimations (avec I’écart-type
correspondant) provenant des résultats de 50 simulations de Monte
Carlo respectivement obtenues pour les abondances (a gauche) et pour
la variance du bruit (a droite). Ces figures nous montrent que 1’algo-
rithme converge bien vers les valeurs réelles des parametres avec un
faible écart-type.

x10°

150 200 0 50 150 200

100 100
Itérations Itérations

FIGURE 1 — Moyenne des estimations (trait continu) et écart-type
(barres verticales) de {a) (2 gauche) et <52> (a droite).

La méthode proposée a également été comparée avec 1’algorithme
de démélange basée sur les méthodes MCMC développé dans [6] (qui
utilise un modele Bayésien similaire a celui étudié dans cet article).
Une image de P = 625 pixels a été générée a partir d’un mélange de
R = 6 signatures spectrales, avec s> = 1072 (SNR ~ 20dB). Les si-
gnatures spectrales ont été déterminées a1’aide de I’algorithme MVSA
[3] tandis que les abondances ont été estimées par 1’algorithme pro-
posé et I’algorithme basé sur les méthodes MCMC [6] avec un nombre
d’itérations égal a 10000 dont 1500 itérations de chauffage. L’erreur
quadratique moyenne (EQM) des vecteurs d’abondance déterminée
pour les deux algorithmes est donnée dans le tableau ci-dessous avec
1’écart-type correspondant et leur temps de simulation respectifs *. Ces
résultats montrent que la méthode variationnelle proposée permet de
réduire de maniere significative le temps d’éxécution de la procédure
de démélange tout en fournissant des performances similaires a I’al-

3. Le niveau de bruit a été choisi trés bas afin de tester la robustesse de
I’approche proposée par rapport au bruit.

4. Résultats obtenus sur processeur double coeur 2.93 GHz a ’aide du
logiciel MATLAB 7.1 .



gorithme basé sur une méthode de simulation stochastique étudié dans
[6]. Ces résultats sont trés encourageants.

TABLE 1 — Erreur quadratique moyenne et écart-types respectifs des
coefficients d’abondances.

Variationnel

1.29 + 1.02 x 1072

MCMC
1.25 +0.99 x 1072

| EQW’

| Temps (sec.) 11 x 103 4.4 % 102

4.2 Données réelles

Lalgorithme proposé a été appliqué a une image hyperspectrale
réelle, acquise au dessus de Moffett Field (Californie, USA) en 1997
par le spectro-imageur AVIRIS de la NASA. Des travaux précédents
ont déja employés cette image pour illustrer et comparer des méthodes
de démélange [11]. La région d’intérét est une image de 50 x 50 pixels
déja utilisée dans [6] et représentée sur la figure 2. Le nombre de
bandes a été réduit de L = 224 bandes a L = 189 bandes en sup-
primant les bandes d’absorption d’eau. Dans un premier temps, un
pré-traitement par une analyse en composantes principales (ACP) a
été mis en oeuvre pour connaitre le nombre de composants purs pré-
sents dans I’image considérée donnant un nombre de matériaux purs
R = 3. Puis, les spectres, donnés figure 3, ont été extraits en utili-
sant I’algorithme N-FINDR proposé par Winter dans [2]. Les cartes
d’abondances estimées par 1’algorithme proposé sont représentées sur
la figure 4 (haut). Ces résultats peuvent étre comparés avec ceux ob-
tenus par I’algorithme basé sur les méthodes MCMC donnés sur la
figure 4 (bas). Les cartes d’abondances obtenues par les deux algo-
rithmes sont similaires. Cependant, le temps de simulations de 1’al-
gorithme basé sur les méthodes variationnelles est approximativement
de 1 minute alors que 1’algorithme en comparaison a un temps de si-
mulation de 5 heures.

FIGURE 2 — Image hyperspectral réelle : Moffett field acquise par le
capteur AVIRIS en 1997 (a gauche) et la région d’intérét en couleurs
(a droite).
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FIGURE 3 — Les R = 3 spectres des matériaux purs obtenus par I’al-
gorithme N-FINDR.

5 Conclusions

Cet article présente un nouvel algorithme Bayésien de démélange
se basant sur une technique variationnelle. La méthode proposée per-
met d’approcher la loi jointe a posteriori par un produit de lois sé-
parables dont les parametres intrinseéques sont estimés a 1’aide d’un
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FIGURE 4 — Haut : cartes d’abondances estimées par 1’algorithme
Bayésien variationnel. Bas : cartes d’abondances estimées par 1’algo-
rithme MCMC Bayésien (un pixel noir (resp. blanc) signifie I’absence
(resp. présence) du matériau pur).

algorithme itératif. Les simulations effectuées dans cet article sur des
données synthétiques et réelles montrent que la méthode proposée at-
teint des performances d’estimation similaires a un algorithme Bayé-
sien de démélange basé sur une méthode MCMC de la littérature mais
avec un colt calculatoire beaucoup moins élevé. Une extension de la
méthode variationnelle a un modele tenant compte des corrélations
spatiales est en cours d’étude.
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