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Résumé – Le problème de la trajectographie d'une cible en mouvement rectiligne uniforme par un observateur 
mobile dans le même plan et ne mesurant que la distance est abordé ici. Cette méthode de trajectographie a rarement 
été étudiée. Pourtant, elle est particulièrement intéressante car c'est une bonne illustration de la non équivalence entre 
la notion d'estimabilité (i.e. la matrice d'information de Fisher non-singulière) et d'observabilité (i.e. unicité de la 
solution). Les performances obtenues par simulations montrent aussi l'intérêt pratique de cette méthode de 
trajectographie. 

Abstract – The Range-Only Target Motion Analysis (ROTMA) of a source with a constant velocity vector from an 
observer is the problem of interest in this paper. Although it has received little attention so far, this technique is 
particularly interesting for it provides an instructive example of the nonequivalence between the notions of 
estimability (i.e. the Fisher information matrix is invertible) and of observability (i.e. the uniqueness of the solution). 
The performance evaluated by Monte-Carlo simulations reveals the practical interest of this TMA method. 

 

1 Introduction 

L'un des problèmes fondamental en trajectographie 
passive (ou TMA: Target Motion Analysis) est celui de 
l'analyse de l'observabilité, notion  s'appliquant aux 
systèmes sans bruit de mesure et sans bruit d'état. 
L'établissement de conditions nécessaires et suffisantes 
(CNS) d'observabilité en TMA a d'ailleurs fait couler 
beaucoup d'encre surtout dans le cas de la 
trajectographie passive par mesures d’angle seul 
(Bearings-Only TMA ou BOTMA) [6,7] ; par contre, ce 
problème demeure ouvert dans de très nombreux autres 
cas de TMA. 

La difficulté provient du fait que la mise en équation 
d'un problème de TMA conduit le plus souvent à un 
système non-linéaire pour lequel les CNS 
d'observabilité sont difficiles à utiliser [8]. Pour pallier 
ces difficultés, il est assez fréquent que l'on se contente 
de vérifier la non-singularité de la matrice d'information 
de Fisher (FIM) du vecteur à estimer dans une partie ou 
dans tout l'espace NIR . On parle alors d'identifiablité, 
d'estimabilité [5] ou tout simplement d'observabilité 
locale (voir par exemple [1]). 

Mais cette méthode commode n'est pas rigoureuse sur 
le plan mathématique. D'une part, la non singularité de 
la FIM n'assure que l'observabilité locale [4] c'est-à-dire 
dans un voisinage ouvert autour du vecteur d’état, 
voisinage dont on ne connaît pas la dimension. D'autre 
part, un système non-linéaire dont l'observabilité locale 
est partout vérifiée  n'est pas nécessairement 
« complètement » observable. En pratique, cela se 
traduit par des situations où l'algorithme d'estimation 
délivre, pour un même lot de mesures sans bruit, 
plusieurs localisations possibles de la cible : ce sont des 

solutions dites ambiguës ou indistinguables. Les 
trajectoires  fantômes, quand elles existent, 
compromettent la viabilité même de la méthode de 
TMA.  

Cette non-équivalence entre observabilité et 
régularité de la FIM est bien connue mais elle est 
souvent jugée non-critique car relative à des 
applications très simples et sans grand intérêt pratique. 
De plus, les solutions ambiguës obtenues correspondent 
à des cinématiques très spécifiques (dites aussi 
pathologiques). Jusqu'à maintenant, s'assurer 
uniquement de l'observabilité locale n'avait donc rien de 
particulièrement inquiétant pour un concepteur 
d'algorithmes de TMA.  

L'analyse que nous présentons ici montre qu'il n'en 
est rien. En effet, certains scénarios de ROTMA (Range 
Only TMA) conduisent à l’existence de solutions 
ambiguës non-triviales correspondant à des 
cinématiques réalistes pour le type de cible d’intérêt. 

Nous rappelons au §2 les notations et hypothèses de 
la méthode du ROTMA traitant d'une cible en 
mouvement rectiligne uniforme (MRU) à partir de 
mesures de distance obtenues par un observateur unique 
mobile dans le même plan.  

Au §3, nous  rappellerons des résultats sur 
l’observabilité en BOTMA, puis au §4, nous 
démontrerons que l'observabilité locale en ROTMA est 
partout assurée pour une certaine classe de trajectoires 
de l’observateur. Pour cela, nous montrerons que la FIM 
de la ROTMA est de même rang que la FIM de la 
BOTMA. 

Pour ce type de scénario, on montre au §5 qu'il 
apparaît des solutions ambiguës alors que pourtant 
l’observabilité locale est partout vérifiée. 



Au §6, les propriétés de la borne de Cramér-Rao 
(BCR) seront commentées. Enfin, au §7, nous 
présenterons des résultats de simulations permettant de 
conclure à l’efficacité de l'estimateur du maximum de 
vraisemblance. 

2 Notations et hypothèses 

Considérons une cible et un observateur se déplaçant 
dans le plan. L’observateur mesure la distance qui le 
sépare de la cible. La cible est en mouvement rectiligne 
uniforme ; en revanche, l’observateur peut manœuvrer 
(voir Fig. 1). Les positions respectives de l’observateur 
et de la cible à l’instant kt  sont notées 

( ) T
kOkOkO tytxtP )]()([=  et ( ) T

kTkTkT tytxtP )]()([= . 

Le mouvement de la cible est parfaitement caractérisé 
(ou paramétré) par le vecteur  d’état 

( ) ( )[ ]T
TTrTrT yxtytxX &&=  où rt  est un instant 

de référence arbitrairement choisi et où [ ]T
TT yx && est 

le vecteur vitesse de la cible. 
La distance à l’instant Nktk ,,1, L=  est donnée par 

( ) [ ] [ ]22 )()()()( kOkTkOkTk tytytxtxXρ −+−=  

On en déduit l’équation de mesure au même instant 
( ) kkkm εXρρ +=,  

où kε  est  le bruit de mesure (de la distance) supposé 

gaussien, centré et de variance connue  2
,kρσ . Nous 

aurons aussi besoin d’introduire kθ  l’azimut sans bruit 

à la date kt . Dans la suite, nous allons utiliser une 

cinématique particulière de l’observateur : sa trajectoire 
sera composée de deux segments (ou legs) parcourus 
chacun à vitesse constante. On note 1V  et 2V  les 
vecteurs vitesse de l’observateur sur le leg 1 et sur le leg 
2. 

 
Figure 1: Scénario typique de TMA. 

 

3 Rappel de l’observabilité en BOTMA 

Sans perte de généralité, on supposera que 
( ) Nkt∆ktk ,,1,1 L=−= , avec 1=t∆ . Dans les 

calculs suivants, l’instant de référence est l’instant 
initial : 01 == ttr . 

La matrice d’information de Fisher (ou FIM) relative 
à X , pour la BOTMA [2, 9], s’exprime sous la forme 

( )∑
=

=
N

k

T
k

T
kkk

kkθ
BOTMA ΦVVΦ

Xρσ
F

1
22

,

1
 avec 























−

−

=

1000

0100

1010

0101

k

k

Φ T
k

 et [ ]T
kkk θθV 00sincos −=  et 

2
,kθσ , la variance du bruit de mesure des azimuts. 

4 Analyse de l’observabilité locale en ROTMA 

Pour la ROTMA, la FIM s’écrit sous une forme 
similaire : 
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Nous allons prouver que BOTMAF  et ROTMAF  sont de 

même rang. Pour cela, introduisons deux 

matrices auxiliaires: ∑
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Puisque ( ) 1det =Π , ROTMAF  et BOTMAF  sont de 

même rang : si l’une est inversible, l’autre aussi. On en 
déduit que la manœuvre de l’observateur est nécessaire 
(mais non suffisante) en ROTMA pour rendre le 
système observable. Notons que ce résultat est plus 
précis que celui obtenu dans [1] par une autre approche. 

5 Observabilité globale en ROTMA 

Nous allons maintenant nous intéresser au cas où 
l’observateur se déplace selon une trajectoire à deux 
legs. Dans [5], il est montré pour ce type de scénario 
que le système est observable sauf si l’azimut est 
constant. C’est ce cas très général que nous allons 
considérer désormais. 

Au §III de [5], on montre que BOTMAF  est 

proportionnelle au grammien d’observabilité pour ce 
problème. La matrice BOTMAF  est donc inversible 



partout (quel que soit X). D’après ce qui précède (§4),  
la matrice ROTMAF  l’est aussi. L’observabilité locale de 

la ROTMA est donc prouvée partout dans 4IR . 
Cependant, suivant [4], rien ne nous assure que 
l’observabilité globale est acquise. 

En effet, une étude analytique a permis de prouver 
l’existence de deux solutions distinctes pour ce type de 
scénario. Dans le repère relatif lié à l’observateur, la 
trajectoire de la cible fantôme est la symétrique de la 
trajectoire de la cible réelle par rapport à la droite 
engendrée par le vecteur 21 VV −  : 

( ) ( ) ( )[ ] ( )tPtPtPStP OOTVVF +−= − 21
, 

écriture dans laquelle ( )tPF  est le vecteur-position de la 

cible fantôme et 
21 VVS − la matrice de la symétrie à 

l’instant t . Les figures 2a et 2b présentent de tels 
exemples d’ambigüité. Sur ces figures, la position 
initiale de chaque mobile est désignée par un cercle. La 
cible réelle étant indiquée par la lettre T (trajectoire 
bleue) et la cible fantôme par F (trajectoire verte). Ces 
deux exemples illustrent la difficulté de gérer la 
présence systématique de deux solutions réalistes qui 
génèrent des distances identiques. 
 

 
Figure 2a : 1er exemple d’ambiguïté. 

 

 
Figure 2b : 2ème exemple d’ambiguïté. 

 

6 Borne de Cramér-Rao 

La BCR étant l’inverse de la FIM pour les 
estimateurs sans biais, nous pouvons faire une première 
remarque : 

kkWΦ  (défini au §3) est orthogonal au vecteur kkVΦ  

(défini au §4). Cela a pour conséquence que 
l’orientation des ellipses de confiance calculées à partir 
de la BCR (donc de la FIM) sont perpendiculaires. En 
pratique, le grand axe de l’ellipse de confiance en 
ROTMA est perpendiculaire à la ligne de visée, 
contrairement à ce qui se passe en BOTMA. 

La figure 3 illustre ce fait pour le scénario suivant : 
- L’observateur démarre sa trajectoire à l’origine 

du repère et se déplace à une vitesse de 3 m/s. Il 
suit un cap de 90° jusqu’à l’instant de manœuvre 

Mt   (= 20 minutes) puis un cap de 240° pendant 
10 minutes. Le scénario dure donc 30 minutes. 

- La cible réelle démarre sa course au point [0 km , 
20 km ]. Sa vitesse et son cap sont 
respectivement de 4 m/s et  90°. 

- Les mesures (azimuts ou distances) sont acquises 
toutes les  4 secondes (t∆ ). L’écart-type de 

mesures de distance est kρσ , = 200 mètres et celui 

des azimuts est k,θσ = 1° pour la BOTMA. 
 

 
Figure 3 : Ellipses de ROTMA (noire) et de BOTMA (rouge). 

 

Une seconde remarque est que la distance n’intervient 
pas explicitement dans l’expression de la BCR en 
ROTMA, contrairement à la BOTMA. En conséquence, 
la précision en distance est quasiment invariante avec la 
distance. C’est ce qu’illustre la figure 4, obtenue pour 
les conditions suivantes : même type de scénario que 
celui de la figure 3, ordonnée de la cible  variant de 5 
km à 23 km. 

 

 
Figure 4 : ROTMA (noire), BOTMA (rouge). 



7 Estimateur du maximum de vraisemblance 

Dans ce paragraphe, nous prendrons comme instant 
de référence Nr tt =  (date de la dernière mesure). 

L’estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) est 
l’argument minimal du critère suivant : 
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La méthode classique de Gauss-Newton a été utilisée 
[3] pour minimiser le critère. Nous allons présenter des 
résultats de simulation de Monté-Carlo sur le scénario 
suivant : 

- L’observateur démarre sa course à l’origine du 
repère et se déplace à une vitesse de 3 m/s. Il suit 
un cap de 110° pendant 20 minutes puis un cap 
de 240° pendant les 10 minutes restantes. 

- La cible réelle  démarre sa course au point [-2 km 
, 15 km ] pour suivre un MRU à une vitesse de 4 
m/s et un cap de 190°. 

- N = 450 mesures avec une période 
d’échantillonnage t∆  = 4 secondes. Notons que 
l’instant de manœuvre Mt  est égal à 1200 

secondes. L’écart type de mesure kρσ ,  est fixé à 

200 mètres.  
1000 tirages ont été réalisés. L’algorithme converge en 
moyenne en 8 itérations. A la distance finale (11,24 

km), l’erreur relative théorique ( )
N

NBCR
ρ

ρσ est 0.28% 

alors que l’erreur relative empirique ( )
N

N
ρ

ρσ̂ est 

0.34%. La table 1 résume les performances de 
l’estimateur. Sur la figure 5, sont tracés les trajectoires 
de la cible réelle et de la cible « fantôme » et les estimés 
de leurs positions respectives finales. 

 

 
Figure 5 : Résultats d’estimation pour 1000 tirages (les points 

rouges sont les positions estimées). 

 

 

Table 1 : Performances de l’EMV. 

X  Unités VraiX  moyenX̂  Biais CRLBσ  σ̂  

( )NT tx  km -3.25 -3.28 0.03 0.49 0.48 

( )NT ty  km 7.91 7.88 0.03 0.27 0.27 

Tx&  m/s - 0.70 - 0.69 0.01 0.24 0.24 

Ty&  m/s - 3.94 - 3.95 0.01 0.15 0.15 

 

8 Conclusion 

La matrice d’information de Fisher, outil fondamental 
de la statistique mathématique, doit donc être utilisée 
avec beaucoup de précaution pour l’analyse de 
l’observabilité, notion déterministe. 
Le cas de la trajectographie par mesures de distance 
seule illustre clairement les limites intrinsèques d’un 
usage illicite de cette matrice.  
Nous présenterons dans des travaux à venir des cas de 
trajectographie où, à l’inverse, la matrice de Fisher est 
singulière alors que le système est observable. 
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