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Résumé –Cet article présente plusieurs stratégies d’apprentissage en ligne d’une fonctionnelle non-linéaire dans un réseau de capteurs sans fil.
Le problème d’apprentissage est défini dans le cadre des espaces de Hilbert à noyau reproduisant. L’estimation de la fonctionnelle y est pratiquée
de manière distribuée sur la base des mesures locales collectées en chacun des capteurs, selon un mode coopératif de typeincrémental ou par
diffusion de l’information entre les nœuds du réseau. Les approches proposées sont testées sur des données synthétiques de diffusion de chaleur.
Elles démontrent une excellente capacité de suivi des évolutions du système, tout en affichant des coûts calculatoires réduits.

Abstract – This paper deals with nonlinear online learning strategiesin wireless sensor networks. The learning problem is solvedin a re-
producing kernel Hilbert space. Functional estimation is performed distributively using local measurements collected by sensors. Each node
communicates with all its neighbors as dictated by the incremental or diffusion modes of cooperation. The algorithms are validated with synthetic
data governed by the heat conduction equation. They provideaccurate tracking results with low computational cost.

1 Introduction

Le domaine des réseaux de capteurs sans fil fait actuelle-
ment l’objet d’un intérêt considérable de la part des commu-
nautés académique et industrielle. La dispersion d’une multi-
tude de capteurs bon marché dans une région donnée, l’éla-
boration d’un protocole de routage adéquat, et une implémen-
tation algorithmique efficace, ouvrent en effet de nombreuses
perspectives d’applications civiles et militaires.

Dans cet article, on s’intéresse au problème d’identifica-
tion distribuée d’un champ, par exemple de température ou de
concentration d’une espèce chimique, et le suivi de son évolu-
tion au cours du temps. Le mode de calcul distribué est inhé-
rent au caractère réparti des nœuds du réseau sur l’aire sur-
veillée, dont la tâche est d’acquérir et traiter localementles
mesures. L’efficacité de la procédure d’identification est condi-
tionnée par les interactions des nœuds, dictées par la topologie
du réseau. Deux principes de coopération ont été principale-
ment considérés dans la littérature, illustrés par la figure1. En
mode incrémental, l’information transite de façon séquentielle
et cyclique d’un nœud voisin à l’autre. Le coût énergétique,
largement dicté par le volume des communications, tend à être
minimum [6, 7]. En mode de diffusion, chaque nœud coopère
avec l’ensemble de ses voisins pour une meilleure qualité d’es-
timation [5]. Il en résulte un nombre accru d’échanges d’infor-
mations, qu’il est possible de restreindre en limitant artificiel-
lement le nombre de voisins concernés. On parle dans ce cas
de diffusion probabiliste.

La complexité des applications considérées ici, telles quela
diffusion de chaleur qui illustre la suite de cet article, nécessite
de recourir à des méthodes d’identification adéquates. Fondées
sur les travaux précurseurs d’Aronszajn [1], les récentes avan-
cées de l’estimation fonctionnelle basée sur les espaces deHil-
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FIGURE 1 – Modes de coopération inter-capteurs

bert à noyau reproduisant, et de la théorie de la régularisation,
ont apporté des réponses convaincantes aux problèmes impli-
cant des systèmes non-linéaires. Les deux stratégies d’appren-
tissage en ligne considérées, reposant sur un mode coopératif
de type incrémental ou par diffusion, démontrent d’excellentes
capacités de suivi des évolutions du système tout en affichant
un coût calculatoire réduit. Ce travail fait suite à une étude por-
tant uniquement sur le mode incrémental [3, 4]. Si plusieursap-
proches similaires existent dans la littérature, l’article présenté
tire toute son originalité de l’usage du formalisme des espaces
de Hilbert à noyau reproduisant. Il en résulte des modèles non-
linéaires et des algorithmes fonctionnels adaptés à l’analyse de
phénomènes complexes, pour un coût calculatoire réduit.

L’article est organisé ainsi. Dans une première partie, on
rappelle les fondements de l’estimation fonctionnelle dans les
espaces de Hilbert à noyau reproduisant. Dans une deuxième
et troisième parties, on reformule et résout le problème sous
forme distribuée dans le contexte des réseaux de capteurs co-
opérant en mode incrémental et par diffusion de l’information.
Les algorithmes sont mis en œuvre sur des données synthé-
tiques dans une quatrième et dernière partie.



2 Formulation du problème

SoitH un espace de Hilbert à noyau reproduisant constitué
de fonctions à valeurs réelles sur un compactX ⊂ IRℓ. On dé-
signe par〈· , ·〉H son produit scalaire. Soitκ : X × X −→ IR
le noyau de cet espace, qui vérifie donc la propriété reprodui-
sante suivante :ψ(xi) = 〈ψ, κ(xi, ·)〉H pour toute fonctionψ
deH et toutxi deX . Cette propriété étant vérifiée par le noyau
lui-même, on a évidemment

κ(xi,xj) = 〈κ(xi, ·), κ(xj , ·)〉H, (1)

ce qui justifie l’appellation de noyau reproduisant. Le noyau
gaussien, donné parκ(xi,xj) = exp(−‖xi − xj‖

2/2σ2)
avecσ la largeur de bande, en est un exemple.

Étant donné un ensemble{(xn,dn)}n=1,...,N de données
d’apprentissage i.i.d. régies par une loi de probabilité inconnue,
on considère le problème de minimisation de l’erreur quadra-
tique entre les sorties du modèleψ(xn) et les réponses souhai-
téesdn. Ce problème d’optimisation se formule et se réécrit :1

ψo = arg min
ψ∈H

E|ψ(xn) − dn|
2 (2)

= arg min
ψ∈H

E|〈ψ, κxn
〉H − dn|

2 (3)

avecκxn
= κ(xn, ·). Le Théorème de Représentation [9] éta-

blit que la solution de ce problème peut être recherchée dans
l’espace engendré par lesN fonctions noyauκxi

, soit

ψo =
N∑

i=1

αoi κxi
. (4)

Il en résulte que l’optimumαo = [αo1 . . . α
o
N ]⊤ est solution des

équations normales
Rx α

o = rdx, (5)

avecRx = E knk
⊤
n etrdx = E kndn. Dans ces expressions, le

vecteurkn désigne[κ(xn,x1) . . . κ(xn,xN )]⊤. On suppose
par ailleurs dans (5) queE kn = 0 etE dn = 0, ce qui peut
nécessiter un centrage préalable des données concernées.

3 Mode de coopération incrémental

Dans le contexte de l’apprentissage distribué dans un réseau
deN capteurs, on s’intéresse ici à la modélisation d’un phé-
nomène physique tel que la diffusion d’un champ de tempéra-
ture en fonction des coordonnées du plan défini parX . Chaque
nœudn accède à des réalisations temporelles{xn, dn,i} du
couple{xn,dn}. Le critère de moindres carrés

J(ψ) =

N∑

n=1

E|〈ψ, κxn
〉H − dn|

2 (6)

peut être décomposé en une somme deN critèresJn(ψ) indi-
viduels, un en chaque nœudn,

J(ψ) =
N∑

n=1

Jn(ψ) avec Jn(ψ) = E|〈ψ, κxn
〉H−dn|

2. (7)

1. Les variables et vecteurs aléatoires sont notés en gras.

Pour déterminer la solutionψo, une méthode simple de des-
cente de gradient peut être mise en œuvre. Elle s’exprime ainsi

ψi = ψi−1 −
µ

2

N∑

n=1

∇Jn(ψi−1), (8)

où ∇Jn(ψi−1) = 2E (ψi−1(xn) − dn)κxn
. En remplaçant

l’espérance mathématique par la grandeur instantanée corres-
pondante, il en résulte l’algorithme LMSfonctionnel suivant :

Stratégie incrémentale :
A chaque instanti, répéter

1. φ0,i = ψi−1

2. φn,i = φn−1,i−µ(ψi−1(xn)− dn,i)κxn
, n = 1, . . . , N

3. ψi = φN,i

Le réseau est parcouru de manière répétée afin de suivre l’évo-
lution du phénomène physique au cours temps. Cette approche
nécessite, par l’instruction 2., que chaque nœud ait accès àl’in-
formation globaleψi−1. Afin d’éviter cet inconvénient, il est
possible d’évaluer∇Jn localement enφn−1,i reçu du précé-
dent capteur. Ceci conduit à la mise-à-jour

φn,i = φn−1,i − µ(φn−1,i(xn) − dn,i)κxn
. (9)

On note que le modèle est malheureusement enrichi d’un terme
à chaque rencontre d’un nouveau capteur, limitant en l’étatson
application à des réseaux peu denses. Il est toutefois possible
d’élaborer des modèles d’ordre réduit en considérant un cri-
tère supplémentaire de parcimonie comme dans [3, 4, 8]. Aussi
préconise-t-on, lors de la visite du capteurn à l’instanti, d’éla-
borer un modèle d’ordre réduit de la forme

φn,i =
∑

j∈D

αωj
κxωj

+ αn κxn
(10)

oùD est un sous-ensemble d’indices de{1, . . . , N} appelé dic-
tionnaire. Il convient à présent de préciser le critère de par-
cimonie utilisé, à-même de limiter l’ordre du modèle sans en
compromettre les performances.

On a proposé, dans une précédente étude, un critère de par-
cimonie reposant uniquement sur la topologie du réseau [3].
Celui-ci garantit que les capteursxωj

sélectionnés reflètent une
couverture raisonnable de la région scrutée. On déplore toute-
fois que la constitution de ce dictionnaire ne soit jamais remise
en question, quelles que soient les évolutions du système et
l’erreur de modélisation commise, étant donnée l’unique dé-
pendance du critère vis-à-vis des entréesxi. Pour y remédier,
on considère ici un critère angulaire dit de cohérence entreles
fonctionnellesφn,i et φ⊥n,i, où cette dernière désigne la pro-
jection orthogonale deφn,i sur le sous-espaceHD engendré
par les fonctions noyau désignées parD. Ainsi propose-t-on de
conserver la fonction candidateκxi

dans le modèle si

coh(φn,i, φ⊥n,i) =
|〈φn,i, φ⊥n,i〉H|

‖φn,i‖H‖φ⊥n,i‖H
≤ η, (11)



où η est un seuil positif déterminant le niveau de parcimonie
souhaité. Il convient d’évaluerφ⊥n,i =

∑
j∈D βωj

κ(xωj
, ·). Ce

dernier est défini par lesβωj
minimisant‖φn,i − φ⊥n,i‖

2

H, soit

min
β

‖αn κxn
−

∑

j∈D

(βωj
− αωj

)κxωj
‖2

H. (12)

En annulant la dérivée de la forme quadratique ci-dessus par
rapport aux variablesβωj

, on aboutit enfin à

β = α+ αn K
−1

n,i kn,i (13)

avec α, β et kn,i les vecteurs d’élémentsαωj
, βωj

,
et κ(xωj

,xn). La matrice Kn,i est de terme général
κ(xωj

,xωk
). L’algorithme proposé s’exprime finalement ainsi.

Stratégie incrémentale avec contrôle de l’ordre du modèle :
A chaque instanti, répéter

1. φ0,i = ψi−1

2. φn,i = φn−1,i−µ(φn−1,i(xn)−dn,i)κxn
,n = 1, . . . , N

si coh(φn,i, φ⊥n,i) > η, remplacerφn,i parφ⊥n,i
3. ψi = φN,i

Le test dans2., lorsqu’il est activé, a pour effet de réduire
l’ordre du modèle en retirantκxn

du développement. Avant de
clore cette section, notons qu’il s’agissait ici d’un mode de co-
opération incrémental évoqué en introduction et illustré par la
figure 1. La coopération par diffusion fait l’objet de la suite.

4 Mode de coopération par diffusion

Lorsque d’avantage de ressources en communication sont
disponibles, il peut être intéressant d’exploiter un schéma de
coopération plus sophistiqué. En mode de diffusion, chaque
nœud interagit avec l’ensemble de ses voisins pour une
meilleure qualité d’estimation [2, 5]. Plus précisément, à
chaque instanti, chaque nœudn accomplit trois tâches. Il uti-
lise les mesures acquises localement afin de procéder à une
mise-à-jour provisoire. Il consulte également les nœuds voi-
sins avec lesquels il collabore, notéNk, pour acquérir leurs
propres estimées et/ou mesures brutes. Finalement, il agrège
l’ensemble de ces informations afin de mettre à jour son esti-
mée. Afin de mettre cette stratégie en équation, on considère
comme précédemment le critère (6) dont on recherche l’op-
timum ψo. Cette fonction coût peut être décomposée comme
suit, en chacun des nœudsk du réseau

J(ψ) = Jk(ψ) +
N∑

n=1
n6=k

Jn(ψ) (14)

avec Jk(ψ) =
∑

n∈Nk
cn,kE|〈ψ, κxn

〉H − dn|2. Les pa-
ramètrescn,k sont les composantes d’une matriceC, libre-
ment choisies par l’utilisateur sous les contraintescn,k = 0
si n 6∈ Nk, C11 = 11 et 11⊤C = 11⊤ sous peine de mo-
difier l’énoncé du problème de minimisation associé à (6).
Soit ψon = arg minψ∈H Jn(ψ). On démontre queJk(ψ) peut

s’écrire
∑
n∈Nk

‖ψ − ψon‖
2

Hn
+ β avecβ une constante, après

avoir complété un carré de sorte à aboutir à une identité re-
marquable et au prix d’une modification locale de la métrique
repérée ici par‖·‖Hn

. Dans ces conditions, le critère (14) s’ex-
prime également sous une forme locale

Jℓk(ψ) =
∑

n∈Nk

cn,kE|〈ψ, κxn
〉H − dn|

2 +

N∑

n=1
n6=k

‖ψ − ψon‖
2

Hn

Minimiser Jℓk(ψ) nécessite que le nœudk ait accès à l’en-
semble des optimums locauxψon et des métriques‖ · ‖Hn

. On
choisit de relaxer la fonction coût ainsi afin de limiter le volume
des communications

Jrk (ψ) =
∑

n∈Nk

cn,kE|〈ψ, κxn
〉H − dn|

2

+
∑

n∈Nk/{k}

bn,k‖ψ − ψon‖
2

H (15)

où ψon désigne à présent la solution disponible au nœudn et
à l’instant courant, dans le processus itératif d’optimisation qui
va être présenté. Une méthode de descente de gradient peut être
mise en œuvre pour minimiser (15). Elle s’exprime ainsi

ψk,i = ψk,i−1 −
µ

2
∇Jrk (ψk,i−1) (16)

avec

∇Jrk (ψk,i−1) =
∑

n∈Nk

2 cn,kE (ψk,i−1(xn) − dn)κxn

+
∑

n∈Nk/{k}

2 bn,k(ψk,i−1 − ψon) (17)

Les méthodes d’optimisation itératives s’avèrent utiles pour
minimiser une somme de fonctions coût convexes. Elles
consistent à itérer selon chaque sous-gradient, dans un ordre
pré-défini. S’agissant du gradient (17), on note qu’il est consti-
tué d’une première composante visant à mettre le modèle lo-
cal à jour à partir des mesures, et d’une seconde composante
l’agrégeant aux modèles locaux voisins. Dans [2], les auteurs
suggèrent deux stratégies distinctes suivant l’ordre adopté pour
l’adaptation et l’agrégation. On présente ci-dessous leurs ho-
mologues selon le formalisme des espaces de Hilbert à noyau
reproduisant.

Stratégie de diffusion (adaptation/agrégation) :
A chaque instanti, répéter

1. φk,i = ψk,i−1 −µ
∑
n∈Nk

cn,k (ψk,i−1(xn)− dn,i)κxn

2. ψk,i =
∑
n∈Nk

bn,k φn,i

Stratégie de diffusion (agrégation/adaptation) :
A chaque instanti, répéter

1. φk,i−1 =
∑

n∈Nk
bn,k ψn,i−1

2. ψk,i = φk,i−1 − µ
∑

n∈Nk
cn,k (φk,i−1(xn)− dn,i)κxn

Avant de poursuivre, notons que l’ordre de chacun des mo-
dèles locaux est dicté par la taille des voisinages considérés



FIGURE 2 – Distribution de température estimée par la méthode LMS incrémentale àt = 100 (gauche),t = 150 (centre) ett = 200 (droite).
Les capteurs appartenant au dictionnaire sont marqués d’unpoint rouge, les autres d’un point bleu.

pour chacun des nœuds. Aussi la nécessité d’un contrôle de
celui-ci par un test de parcimonie n’est-il pas aussi pressant que
dans le cas d’une stratégie incrémentale. La prochaine section
est consacrée aux expérimentations, où l’on compare succinc-
tement les modes de coopération incrémental et par diffusion.

5 Simulations

Pour illustrer la pertinence des algorithmes proposés, on
s’intéresse à l’estimation d’un champ de température régi par
l’équation différentielle suivante :

∂Θ(x, t)

∂t
− c∇2

x
Θ(x, t) = Q(x, t)

où Θ(x, t) est la température dépendant de la position et du
temps,∇2

x
Θ(x, t) est l’opérateur spatial de Laplace etQ(x, t)

correspond à la chaleur ajoutée. On considère une surface, de
conductivité thermiquec = 0.1, sur laquelle100 capteurs sont
uniformément tirés sur une grille de taille21×21. Deux sources
de chaleur de200 W sont activées successivement, la première
des instantst = 1 àt = 100 (située dans le quart-plan inférieur-
droit), la seconde det = 100 à t = 200 (située dans le quart-
plan supérieur-gauche). L’objectif de la simulation est, étant
données les mesures

dn,i = Θ(xn, ti) + εn,i (18)

avecεn,i un bruit blanc gaussien centré de variance10−4, d’es-
timerΘ(x, ti) viaψi(x). Les simulations ont été réalisées avec
un noyau gaussien de largeur de bandeσ = 0.5, et un pas de
gradientµ = 0.5. Pour la méthode incrémentale, le seuil de
cohérenceη a été fixé à0.985. Pour la méthode de diffusion, la
stratégie adaptation/agrégationa été ici retenue en accordant un
même poids à l’ensemble des voisins de chaque nœud, c’est-à-
dire bn,k = cn,k = 1/card(Nk). La notion de voisinage a été
définie par seuillage de la distance séparant les nœuds.

Comme l’indique la figure 2, l’algorithme incrémental suit
parfaitement les évolutions de la distribution de chaleur par
un choix approprié des capteurs représentés dans le modèle et
cerclés ici de rouge. On rappelle que leur nombre correspond
à l’ordre du modèle. La convergence de l’erreur quadratique
moyenne normalisée de prédiction est illustrée par la figure3.
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FIGURE 3 – Evolution de l’erreur quadratique moyenne normalisée
de prédiction, pour les stratégies incrémentale et de diffusion. La taille
moyenne des voisinages est indiquée pour cette dernière.

Il est à noter la croissance de celle-ci à l’instantt = 100, pro-
voquée par l’extinction de la première source et l’allumagede
la seconde. Elle est comparée à celle obtenue avec la méthode
procédant par diffusion d’information. Cette dernière s’avère
plus performante, au prix d’un volume de communications plus
élevé même si la taille moyenne des voisinages reste faible.
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