Détection conjointe de discontinuités d’ordres différens dans un
signal par minimisation de critere L2-L0
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Résumé —Le probléme traité est la détection conjointe des discaitéis a différents ordres dans un signal et son approximato un signal
polyndmial par morceaux. Il est formulé comme un problénmaptimisation discréte qui repose sur la détection des galatdiscontinuité, a
savoir la minimisation d’'un critere des moindres carrésame contrainte de typ0. Nos contributions sont triples: le choix d'un dictionreir
adapté a la détection conjointe de discontinuités, un daalgerithme traitant de la minimisation d’un critére desinuves carrés sous une
contrainte de typd.0, et I'application de la méthode a des signaux réels (cowtbderce) mesurés par un microscope de force atomique.

Abstract — We address the joint detection of discontinuities at séwewers in a given signal, leading to an approximation ofdigmal by a
piecewise polynomial signal. The problem is stated as aelisoptimization problem, relying on the detection of tloéngs of discontinuity:
minimization of a least-squares criterion under an LO aaist. Our contribution is threefold: the choice of a « dictary » that is appropriate
to the joint detection of the discontinuities, a new alduoritdedicated to the minimization of an LO-constrained lsgsiares cost function, and
the application of the method to real signals (force cureesjuired in atomic force microscopy.

1 Introduction vanche moins fréquemment abordée.fused lassd5] per-
met la restauration d’un signal parcimonieux et dont lavaéri

Le probléme pOSé est celui de I’approximation d'un Signapremlere est parcimonieuse en introduisant, outre un telene

par un signal polyndmial par morceaux. Dans ce type de IorJ_églularisatiorm portant squlelsignal a testaurer, une régulari-
bleme, la principale difficulté est de déterminer les poites sationL1 portant sur sa dérivée. Il est également envisageable

discontinuité. En effet, dés lors qu'ils sont connus, 'apgi- de s’inspirer de l'idée de [6] en modélisant le signal & reeon

mation peut se faire de fagon efficace sur chacun des intetlr—lij're co:jnme(;gﬁ§upetrp0§|t|on ze stlgnaux I|sseshpar_m0n:eal:
valles. Ce travail s’apparente a une approche de type égsayg a des ordres différents. Cependant, ces approches imgesen

splines polynémiales [1] dans laquelle les points de cdairé ch|(3|x de pILrJ]5|eur§ pargmetre; otle regulanslatlonbr i
seraient pas choisis arbitrairement mais de fagcon autqueati approche envisagee consiste a poser le probleme en terme

Il s’apparente également a la reconstruction d’un signbl-po :je sélection de Va;'ablr?? cho;S|ecs: dan;du,n d|c3c')|.1‘ne}|r9an,c |
ndmial par morceaux a partir de données échantillonnée& [2] es structures recherchées [7]. Cette idée a déja €té gevelo

la différence de I'approche présentée dans [2], notre abero pée pour la deteghol,n,:jesddlscontmLijlteis %Qtrdri fixe, m_}n,!stl
prend en compte explicitement la présence de bruit et ft)urng.ous ptr_op(_)ts,onds, Z N eon tr/e ag cas de la détection conjiente
une estimation du chemin de régularisation. Elle reposéasur Iscontinuites d'ordres 0 et/dy2, . ..

minimisation d’un critére mixte composé d’un terme d’adgqu
tion aux données quadratique et d’'un terme de régularisati Z : - - : S s
permettant la détection conjointe des discontinuitéscites 0 02 Detection conjomte de discontinuites

et/oul,2,...,P — 1, ol une discontinuité d'ordre est défi- formulée comme un problémeL2-L0

nie comme un saut dans la dérivé@&me du signal. Un grand

nombre de travaux se sont intéressés a la détection desdisco Nous posons le probléme de la détection conjointe des dis-
tinuités d’ordre fixe, en particulier d’ordi®[3, 4]. La détec- continuitésd’'ordrep =0, 1, ..., P—1 dans un signal comme
tion conjointe de discontinuités d'ordres différents estre-  un probléme de sélection de variables, ou une variable est as



sociée a une discontinuité (position et amplitude). Nousrmp  Sélection de variables vectorielles. Dans I'approche précé-
pour une approche de type optimisation de critere mixte  dente, le termdx||, compte le nombre de discontinuités pour
L0, car il s’agit d’'approcher au mieux un signal donné par urchaque ordre et pour chaque position. La détection de discon
signal lisse par morceaux sous la contrainte que le nombre diauités a des ordres différentsgur une méme positidipar
discontinuités (ou de morceaux) soit limité. exemple, un saut et un changement de dérivée dans le signal
au méme moment) nécessite plusieurs variables, puisqutil f

) . ) . , .. Sélectionner plusieurs colonnes de la matrtelorsque I'on
Construction du dictionnaire. Le dictionnaire est construit désire reconstruire un signal polynomial par morceaux avec

de facon a ce que tous les types de discontinuités recherchgs o mpbre minimal de morceaus, il est avantageux d'autorise
puissent étre présents a un instant donné. Ainsi, pour tes dil’apparition de discontinuités a tous les ordpes 0, 1 p_

continuités d'ordre, nous considérons la matriek, dontles | o ine méme position, en comptant 1 (soit positionde
gsﬂonnes rlesullterjt d_elld(?chdantlllonnage sur urtu;,\ grlllelhegg ‘ discontinuité) au lieu dé& (P variables). Ainsi, une disconti-
un signal polynomialdordrg, €n envisageanttous [es points i, ,ita en yne positiohest associée a une « variable vectorielle »

de discontinuité possibles : x;, qui regroupe les amplitudes d&sdiscontinuités relatives
1P 0 o 0 a la positioni, pour un co(t unitaire.
op 17 : Pour formuler mathématiquement la sélection de variables
3p op : vectorielles, on réordonne le vecteaticomme la concaténation
A,=| " : . O : des vecteurs; de taille P : z* = [z, ..., z!]. Le décompte
: : ' v du nombre de positionssélectionnées s'écrit
P —1)" ... D n
n? (n—1) 2 5p(a) 2 ZRP(%‘),
=1

Le dictionnaire permettant la détection conjointe desatitie

nuités d'ordrep = 0,1,..., P — 1 est alors obtenu en conca- oy 1 () vaut 1 siz; # 0, et 0 sinon. La sélection de va-
ténant 'ensemble des dictionnaires : riables vectorielles se réduit au probléme d’optimisation
A= [Ag|Ai|...|Ap_]. in {£(@)}, 2
[AolAa|...[Ap_] prglml)ngk{ ()} )

Dans les deux paragraphes suivants, nous proposons deux fgf, 1. contrgle le nombre maximal de points de discontinuité

mulations de 'approximation d'un signglpar le biais du dic- 5 torisgs. Il s'agit d’autoriser la sélection d’au plusariables
tionnaireA, vue comme un probleme de sélection de variable;eciorielles. soit: P variables scalaires

Sélection de variables scalaires. Le dictionnaire étant choisi, : " s :
la sélection de variables dans le dictionnaire est formciée- 3 Algorlthme d Optlmlsatlon

me la minimisation d’'une fonction de co(t quadratique saus |

. , L ° > Nous commengons par décrire I'algorithme employé pour
contrainte que le nombre de variables sélectionnéesisitiéli

optimiser le critere (1). Puis, nous I'adapterons aisénaent
. robléme (2). L'entiek désigne, suivant les cas, le nombre de
min {€(x) = |y — Az||*}, (1) Probleme (2).L 9r i
o<k variables scalaires ou vectorielles choisies.

ou x représente I'amplitude des discontinuitég|et|, est le
colt L0 de x, défini comme le nombre d’éléments non nuls
dex, c’est-a-dire le nombre total de discontinuités. L'enfier
contréle le nombre maximal de discontinuités.

Compte tenu de la forme binaire du cdilt, le probléme (1)
est un probléme d’optimisation combinatoire. Sa solutipn o
timale ne peut souvent étre obtenue qu’en effectuant une r
cherche exhaustive dont le colt de calcul est exponentiel pa min {7 (x;\) = E(x) + M|z|o}, (3)
rapport a la taille du signat [8]. En revanche, dés lors que zeRn
I'on dispose de la position des discontinuités, le probl&me qui, contrairement a la forme contrainte, permet d’enwsag

Sélection de variables scalaires. L'algorithme employé a été
proposeé tres réecemment [9] et permet de fournir une estimati
du chemin de régularisationg., de I'ensemblet;, des solu-
tions correspondant aux valeurs possibles.déous rappelons
ici brievement son principe : plutét que de partir de la forme
89ntrainte (1), nous utilisons la forme pénalisée :

réduit a un probléeme de moindres carrés : non seulement I'ajout mais aussi le retrait de variablesest
. L'hyperparameétre) étant fixé, le probléme (3) est résolu de
U(rgcl)lgp E(x), facon heuristique (dans le sens ou la convergence versua sol

tion optimale n’est pas garantie) par I'algorithif8agle Best
ouo(x) représente le support deet D est «I'ensemble des Replacemen{SBR) inspiré de I'algorithmeSingle Most Li-
variables actives » dans lequel les discontinuités dofeené-  kely Replacemerf8MLR), initialement proposeé pour résoudre
ment se trouver. des problémes de déconvolution de signaux impulsionngls [9



SBR est un algorithme de descente déterministe, qui censistperte totale du contact (force nulle sur la partie gaucheade |

a partir d’'une solution initiale, a faire décroitre le pluspible  courbe). Les positions pour lesquelles ces sauts se pesduis

le critéreJ (x; A) en ajoutant ou retirant une seule variable a laet les valeurs des sauts et des changements de pente sont des
fois dans le suppof®. L'algorithmeContinuation SBRCSBR)  informations que I'on peut directement relier a la struetde

est une version étendue de SBR, qui permet d’estimer le chi protéine recouvrant la bactérie, d’ou I'intérét de letnesr

min de régularisation du probléme pénalisé (pour togt 0) le plus précisément possible.

mais également, au prix d’'une modification mineure, celui du

probléme contraint (pour towf). Son principal intérét est que
le chemin de régularisation est estimé en calculant lesisoki
SBR pour un nombre fini de valeurs d¢9].

Approximations polynémiales par morceaux. Nous trai-

tons les données par les deux approches scalaire et véletorie
Dans les deux cas, nous recherchons simultanément leséisco
tinuités d’ordre 0, 1 et 2 dans le signal, ce qui revient adiap

Sélection de variables vectorielles. L'algorithme utilisé pour ey par un polyndme de degré 2 par morceaux. Le degré de
optimiser (2) est une simple adaptation de I'algorithme SBRparcimoniek est réglé de telle sorte que le résitu— Ay, |2

La forme péenalisée du probléme (2) prend la forme : de I'approximation des données avewariables soit inférieur
min {£(z) + \op(z)}. (4) aunseuils fixé. La valeur du seuil est réglée empiriquement
xcR"

en fonction de la variance du bruit, elle-méme estimée arpart
A chaque itération, il s’agit toujours de tester chaquetagtu des mesures obtenues pour les plus faibles valeurs(ftece
chaque retrait d’une variable (vectorielle), c’est-zedigjout ~ nulle, mesures constituées de bruit uniqguement). La valeur
de discontinuités en une positiorfz; # 0) ou, si la position % trouvée est d’autant plus importante que le sSuaist faible.

i est active, le retrait des discontinuités présenigs= 0). L'approche par sélection de variables scalaires a tendance
De méme, l'algorithme de continuation CSBR s'adapte sand détecter un grand nombre de discontinuités a des positions
probléme a la sélection de variables vectorielles. différentes plutét que des discontinuités a plusieursemrédt a

des positions identiques (voir les figures 1 (b,c)). En nsicos
pie AFM, on s’attend a trouver des discontinuités aux mémes
_positions de part les modeéles physiques disponibles. Sur le
données de la figure 1, le signal présente a la fois un saut et un
changement de pente aux positions= 260 nm etz = 320
nm, par exemple. Or, I'algorithme détecte des discontisust
d’autres positions proches plutdt que de des discontimdité
plusieurs ordres en ces mémes positions.
L'approche vectorielle conduit a seulement 4, 7 et 14 points
de discontinuité suivant le seuil choisi. Les intervall@simis
par les points de discontinuité sont davantage signifccdés
4 Segmentation de courbes de force changements de comportement de I'interaction pointeébiact
Ces résultats sont un premier pas prometteur vers unetliéterp
Courbes de force. Nous appliquons I'algorithme de détec- tation automatique des courbes de force expérimentales.
tion de discontinuités a la segmentation de courbes de force
mesurées en microscopie de force atomique (AFM) [10], qui
permettent de caractériser les propriétés physico-chiesidge 5 Conclusions
nano-matériaux. Une courbe représente la force d’interact
y(z) entre deux nano-objets en fonction de leur distance rela- L'approche présentée permet de détecter simultanément les
tive z. La détection des discontinuités et leurs amplitudeg  discontinuités a différents ordres dans un signal. Forenulé
sont directement liées a des propriétés physiques tellesaqgu comme un probléme de sélection de variables, cette approche
topographie des nano-objets, leurs coefficients de dét@ma méne a I'optimisation de critéres de type-1L0. Dans ce but,
élastique et/ou inélastique, leur énergie d’adhéstmn[10]. nous avons développé un algorithme de continuation permet-
La courbe de force expérimentale présentée dans la figuretdnt une estimation (sous-optimale) d’un ensemble deisakut
est relative a une bactérie en interaction avec une poimie-na a différents niveaux de parcimonie. Sil'on désire faire boix
métrique. Cette courbe est dite de retrait, au sens ou atdébu automatique pour I'ordre du modéle, I'estimation d’un clrem
I'expérience (grandes valeurs dg la pointe et la bactérie sont de régularisation approché rend possible la mise en ceuvre, a
en contact, et au fur et a mesure que I'on écarte la pointe de taoindre coit de calcul, de méthodes comme la courbe en L et
bactérie (diminution de), on observe une poursuite du contactl'optimisation de critéres de sélection d’ordre comme l&ce
(partie linéaire a droite de la courbe), puis des sauts cakig d'Akaike ou le critereMinimum Description LengttMDL).
qui indiquent que la pointe perd contact de fagon similaire a Comme il est parfois souhaitable de favoriser I'apparition
détachement d’une bande auto-agrippante velcro, avecdes p de discontinuités a plusieurs ordres en la méme positiams no
téines adhésives recouvrant le corps de la bactérie, jasopg€  avons développé une variante vectorielle dans laquelleuen a

Choix du degré de parcimonie. Le choix du degré de par-
cimoniek n’est pas un probléme simple. L'avantage de I'ap
proche par continuation (CSBR) est que I'utilisateur nengdre
pas nécessairement de décisampriori quant au choix deé
mais peut arréter I'algorithme lorsqu’il décréte que leimgir
pales discontinuités ont été trouvées ou que I'approxonati
des donnéeg par Az, devient suffisamment bonne. C’est le
choix que nous faisons ci-dessous.
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donnees donnees donnees
@ discontinuite ordre 0 ® discontinuite ordre 0 @ discontinuite ordre 0
m  discontinuite ordre 1 m  discontinuite ordre 1 ®  discontinuite ordre 1
1H approximation q 1H approximation q 1H approximation

force y (nN)
force y (nN)
force y (nN)

= i i i i 1 i i i i 1 i i i i
200 250 300 350 400 450 200 250 300 350 400 450 200 250 300 350 400 450
z (nm) z (nm) z (nm)

(@) S = Tno? (b) S = 3no? (©) S = no?

15 T T T T 15 T T T T 15 T
donnees | donnees donnees

® discontinuite ® discontinuite ® discontinuite

approximation approximation approximation

force y (nN)
force y (nN)

-1 i i i i 1 i i i i -1 i i i i
200 250 300 350 400 450 200 250 300 350 400 450 200 250 300 350 400 450

z (nm) z (nm) z (nm)

(d) S = Tno? (€)S = 3no? f) S = no?

FiG. 1 — Traitement d’une courbe de force : estimation des ditmaités d’ordre O, 1 et 2. La courbe mesuife) est affichée

en noir, et son approximation en bleu. Les valeurs négafpasitives) représentent des forces d’attraction (répuojs (a-

c) Approximations de la courbe de force par sélection deabtes scalaires, obtenues avec différentes valeurs desseue
résidu de I'approximation. Ces valeurs sont fixédsa?, 3no?, etno?, respectivement, ot désigne le nombre d’échantillons
dans le signal mesuré, et est une estimation empirique de la variance du bruit. Onéssmte par une couleur différente les
discontinuités aux ordres 0 et 1. Aucune discontinuité edt®e 2 n’est trouvée. (d-f) Approximations de la courbe dedo
par sélection de variables vectorielles, avec les trois @svaleurs du seull. Les positions des discontinuités sont représentées
d’une seule couleur, car des discontinuités a tous les ®sinat présentes simultanément.

torise des discontinuités a tous les ordres possibles eea un[5] R. Tibshirani, M. Saunders, S. Rosset, J. Zhu et K. Knigigh
position donnée pour un codt unitaire. Nous avons montré la  «Sparsity and smoothness via the fused lassd»R. Statist.
pertinence de cette approche pour le traitement des codebes Soc. Bvol. 67, n’1, pp. 91-108, fév. 2005.

force, au sens ou il est possible d’approcher finement les don[6] P. Ciuciu, J. Idier et J.-F. Giovannelli, «Regularizestima-

nées avec un plus faible nombre de points de discontinuité. tion of mixed spectra using a circular Gibbs-Markov model »,
IEEE Trans. Signal Processingol. 49, n°10, pp. 2201-2213,
L, oct. 2001.
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