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Résuḿe –La résonance magnétique nucĺeaire (RMN) est une ḿethode moderne de spectroscopie utilisée pour l’analyse de la composition de
produits biologiques. Nous nous intéressons dans cet articleà l’estimation d’un spectre de corrélationT1 − T2 à partir de mesures RMN. Les
difficultés de l’estimation sont liées au caractère mal-pośe de ce probl̀eme inverse et̀a la taille importante des donnéesà traiter. La ḿethode
d’estimation est fond́ee sur le Maximum d’Entropie et nous proposons deux algorithmes de reconstruction it́erative ; le premier est fondé sur
l’algorithme de Bryan et Skilling et le second utilise le gradient conjugué non-lińeaire. Par ailleurs, la structure du modèle d’observation est
avantageusement exploitée pour alĺeger le côut de calcul sans employer les approximations proposées ŕecemment par Vankataramananet coll..
De plus, nous proposons le rajout d’uneétape de recherche de pas adaptéeà la fonction entropique afin d’assurer une décroissance du critère.
Les algorithmes sont́evalúes sur un exemple synthétique et leur applicabilité est illustŕee sur des données ŕeelles.

Abstract – Nuclear magnetic resonance (NMR) is a modern spectroscopy tool forthe study of biological structures. This article deals with
the reconstruction ofT1 − T2 correlation spectrum from 2D NMR measures. The ill-posed character of this inverse problem and the large size
of the dataset constitute the main difficulties of the reconstruction. The Maximum Entropy method is used for estimation and two optimization
algorithms are compared, the first is based on the classical Skilling and Bryan method and the second uses the nonlinear conjugate gradient
method. In order to reduce computational cost, we exploit the specific structure of the observation model to avoid the approximations recently
proposed in Vankataramananet coll.. Furthermore, an original line search strategy suitable for the entropy function is used to ensure the decrease
of the criterion at each iteration. The proposed algorithms are tested on a synthetic example and their applicability is illustrated through real
NMR data processing.

1 Introduction

La spectroscopie par résonance magnétique nucĺeaire per-
met d’acćederà des informations structurelles auxéchelles mi-
croscopiques ou moléculaires. Par exemple, dans le domaine
agro-alimentaire, cette technique est employée pour d́eterminer
la teneur en eau ou en matière grasse d’uńechantillon biolo-
gique. D’une façon ǵeńerale, les mesures sont basées sur la
réalisation d’enregistrements des temps de relaxation longitu-
dinale et transverseT1 et T2, de façon ind́ependante. Des tra-
vaux ont d́emontŕe que la mesure couplée de ces param̀etres
permettait un accroissement de la robustesse du calcul mais
aussi une mise eńevidence de couplages entreT1 et T2 aidant
notablement̀a leur interpŕetation [2, 11]. Toutefois la réalisation
de mesures couplées implique de disposer d’une méthode de
traitement des données pour l’estimation des spectresà deux
dimensions. Cet article présente une ḿethode baśee sur le Maxi-
mum d’Entropie pour l’estimation d’un spectre de corrélation
T1 − T2.

Le signal mesuŕe depend̀a la fois du temps de réṕetition t1
correspondant au temps laissé au spin pouŕevoluer vers sa po-
sition d’équilibre (relaxationT1) et du temps d’́echot2, instant
d’enregistrement de l’amplitude de l’écho RMNà t1 fixé. Le
mod̀ele physique [11] relie ce signal RMN 2D, notéX(t1, t2),
à la distribution des populations de molécules en fonction des
temps de relaxationT1 etT2, not́eeS(T1, T2). Ces temps de re-
laxation caract́erisent la dynamique des molécules en fonction
det1 et t2, respectivement. Ce modèle s’exprime par

X(t1, t2) =
∫∫

k1(t1, T1)S(T1, T2)k2(t2, T2)dT1dT2 (1)

avec des noyaux
{

k1(t1, T1) = 1 − e−t1/T1

k2(t2, T2) = e−t2/T2

En pratique les signaux RMN, notés Y (t1, t2), sont affect́es
d’un bruit additifE(t1, t2), suppośe i.i.d. gaussien centré. Apr̀es
discŕetisation, le mod̀ele s’́ecrit sous la forme matricielle

Y = K1SKt
2 + E (2)

K1 ∈ R
m1×N1 , K2 ∈ R

m2×N2 , Y ∈ R
m1×m2 , S ∈ R

N1×N2



oùm1,m2 repŕesentent le nombre de points de mesure ent1, t2
etN1, N2 la taille de la grilleT1, T2.

L’objectif du traitement est d’estimer le spectreS à partir de
Y en utilisant le mod̀ele (2) et sous la contrainteS > 0 (au
sens òu tous leśeléments deS sont positifs). Ce problème de
reconstruction est́equivalent̀a une inversion nuḿerique d’une
transforḿee de Laplace 2D, qui est très instable en raison du
mauvais conditionnement des matricesK1 etK2 [11].

2 Méthodes de ŕesolution

2.1 Position du probl̀eme

Afin d’obtenir une solution ŕegulariśee, les ḿethodes exis-
tantes minimisent un critère d’ad́equation aux donńeesC(S)
augment́e d’un terme de ṕenalisationR(S), sous contrainte de
positivité

min
S>0

L(S) = C(S) + βR(S). (3)

Le bruit étant suppośe gaussien,C(S) s’exprime par

C(S) =
1

2
‖Y − K1SKt

2‖
2
F (4)

où ‖.‖F repŕesente la norme de Frobenius.
Comme le spectre RMN 2D correspondà une distribution

de populations de molécules, une ṕenalisation de type maxi-
mum d’entropie [6] nous paraı̂t adapt́ee. Une ḿethode de re-
construction fond́ee sur le maximum d’entropie a d’ailleursét́e
préćedemment proposée en RMN 1D [5]. L’entropie de Shan-
non sera utiliśee

R(S) =
∑

T1,T2

S(T1, T2) ln S(T1, T2) (5)

Une autre difficult́e concerne la dimension du problème [12].
En effet, les ḿethodes existantes requièrent la ŕeécriture du
mod̀ele direct sous la forme

y = Ks + e

avecy = vect(Y ), s = vect(S), e = vect(E) et K =
K1 ⊗ K2. L’opérateurvect correspondà la transformation
matrice-vecteur dans l’ordre lexicographique et⊗ le produit
de Kronecker. Ńeanmoins, ces ḿethodes ne sont plus appli-
cables d̀es lors que la taille du problème augmente. En effet,
une configuration typique estm1 = 50, m2 = 104 et N1 ×
N2 = 200 × 200, ce qui conduit̀a une matriceK de2 · 1010

éléments. Pour contourner ce problème, [11] applique une tron-
cature de la d́ecomposition en valeurs singulières des matrices
K1 etK2 pour ŕeduire la taille de la matriceK. Or d’une part
cette troncature est source de perte d’informations ; d’autre part
comme il sera montré dans le paragraphe 2.4, il n’est en fait
pas ńecessaire de calculer cette matrice. En effet, l’évaluation
du gradient et du hessien du critère peut̂etre ŕealiśee avec une
complexit́e ŕeduite en tirant profit de la forme séparable du
noyau de convolution dans le modèle d’observation.

2.2 Méthode de Bryan et Skilling

La méthode propośee par Skilling et Bryan [10] se fonde sur
une approximation quadratique du critère dans un sous-espace
Dr de dimensionr engendŕe à chaque it́erationk par les vec-
teurs{d(1)

k . . . d
(r)
k } définis par



























d
(1)
k = Φk∇C(sk)

d
(2)
k = Φk∇R(sk)

d
(j)
k = ∇2C(sk)Φk

(

d
(j−2)
k

‖d
(j−2)
k ‖sk

−
d

(j−1)
k

‖d
(j−1)
k ‖sk

)
(6)

en introduisant les coefficients de normalisation

‖d(j)‖s =

(

∑

n

sn(d(j)
n )2)

)1/2

(7)

et la matrice d’́echelleΦk = diag(sk). D’après [8], cette pon-
dération permet de prendre en compte la positivité. L’équation
de misèa jour des est alors donńee par

sk+1 = sk +

r
∑

j=1

ξ
(j)
k d

(j)
k = sk + Dkξk, (8)

où Dk est la matrice dont les colonnes contiennent les vecteurs
de la base et les poidsξ(j)

k résultent de la minimisation d’une
approximation quadratique du critèreL(s) au pointsk sur le
sous espaceDr. Ces poids sont donc solutions de l’équation
normale

(

Dt
k∇

2L(sk)Dk

)

ξk = −Dt
k∇L(sk). (9)

Cet algorithme peut̂etre vu comme un algorithme de descente
itérativesk+1 = sk + αkδk dans lequel la direction estδk =
Dkξk et le pasαk est fix́e à 1. Cependant, le choix d’un pas
unitaire ne garantit pas la décroissance du critère, ni m̂eme le
respect de la contrainte de positivité. En pratique, si l’applica-
tion de (8) fournit des composantes négatives, elles sont rem-
plaćees par une petite valeur positiveǫ. Cependant, cette pro-
jection peut provoquer une croissance du critère.

Afin de garantir la d́ecroissance du critèreà chaque it́eration,
nous proposons la modification suivante : un test portant surla
décroissance du critère est effectúe, et une valeur de pas as-
surant la d́ecroissance est adoptée dans la directionδk si ce
test est ńegatif ; la formule de pas utilisée est issue de travaux
récents d́etaillés dans [1].

D’autre part, nous suggérons de śelectionner̀a chaque it́era-
tion la valeur der la plus favorable en terme de décroissance
du crit̀ere, plut̂ot que de fixerr à une valeur constante. En ef-
fet, nous avons constaté que le comportement et l’efficacité de
la méthode de Skilling et Bryan dépendait de façon critique du
choix der, et qu’il était difficile d’anticiper le meilleur choix.
La strat́egie que nous proposons n’entraı̂ne pas d’augmenta-
tion du côut de calcul par it́eration,à condition de tirer parti de
l’embôıtement des matrices normales du système lińeaire (9).



2.3 Méthode du gradient conjugúe non linéaire

D’après [9, p. 1022], la convergence mathématique de l’ap-
proche de Skilling et Bryan restèa prouver. Pour cette raison,
nous proposons une autre famille d’algorithmes construitssur
une base th́eorique plus solide, et plus spécifiquement un algo-
rithme de gradient conjugué non-lińeaire, utilisant une direc-
tion de descente donnée par :

dk = −ck sign(gt
kck) avec ck = −gk + βkdk−1 (10)

où βk est le coefficient de conjugaison. La miseà joursk+1 =
sk + αkdk nécessite la recherche d’un pasαk s’approchant
du minimiseur de la fonction scalaireℓ(α) = L(sk + αdk).
Dans le cas du maximum d’entropie, la dérivée deℓ tend vers
−∞ lorsqueα se rapproche dēα, plus petite valeur du pas
pour laquelle une composante du vecteursk + ᾱdk s’annule.
Or la pŕesence de cette barrière nuità l’efficacit́e des ḿethodes
classiques de recherche de pas, telles que le backtracking,la
dichotomie et l’interpolation cubique [7]. C’est pourquoinous
avons appliqúe une strat́egie de pas fond́ee sur la th́eorie des
algorithmes Maximisation-Minimisation (MM) [3, 4]. La mi-
nimisation de la fonctionℓ est obtenue en effectuant des mini-
misations successives de fonctions majorantes deℓ. La fonction
h(α, α′) est dite tangente majorante deℓ enα′ si

h(α′, α′) = ℓ(α′) et h(α, α′) > ℓ(α), ∀α ∈ [0, ᾱ) (11)

Le probl̀eme d’optimisation initial deℓ(α) est remplaće par
une śequence de sous-problèmes plus simples donnant lieuà
la règle de misèa jour MM :

αj+1 = arg min
α

h(α, αj). (12)

Dans le cas d’une barrière logarithmique, la minimisation d’une
fonction majorante de la forme :

hk(α, α′) = ℓ(α′) + (α − α′)ℓ̇(α′) +
1

2
mk(α − α′)2

+ γk

[

(ᾱ − α′) log
(

ᾱ − α′

ᾱ − α

)

− α + α′

]

(13)

estétudíee dans [1].hk(α, α′) est strictement convexe et possède
un unique minimiseur dont la forme est explicite

α′ +
−A2 +

√

A2
2 − 4A1A3

2A1
, (14)

avecA1 = −mk, A2 = γk− ℓ̇(α′)+mk(ᾱ−α′) etA3 = (ᾱ−
α′)ℓ̇(α′). Une ḿethode de calcul des paramètres(mk, γk) > 0
est pŕesent́ee dans [1]. Les résultats montrent la convergence
de l’algorithme GCNL vers la solution de (3) pour différentes
formes de conjugaisons.

2.4 Mise en œuvre

Les algorithmes proposés peuvent̂etre appliqúesà la recons-
truction d’un spectre RMN 2D sans la réduction de dimen-
sion sugǵeŕee par [11]. En effet,̀a l’aide d’oṕerations matri-
cielles ne ńecessitant pas la matriceK, le gradient du crit̀ere

d’adéquation aux donńees et le produit hessien-vecteur s’ex-
priment par :

∇C(s) = vect(−Kt
1(Y − K1SKt

2)K2)

∇2C(s) · v = vect(Kt
1K1V Kt

2K2)

où V est la transformation vecteur-matrice dev. D’autre part,
nous proposons d’utiliser le critère d’arr̂et

‖sk+1 − sk‖2

‖sk‖2
< 10−4 (15)

3 Résultats exṕerimentaux

3.1 Exemple synth́etique

Afin de tester les ḿethodes d’optimisation proposées, nous
comparons les algorithmes suivants

– Méthode de Skilling et Bryan (SB)
– Variante n˚1 : Ajout de la recherche de pas (SB1)
– Variante n˚2 : Recherche der entre1 et rm (SB2)
– Gradient conjugúe non lińeaire (GCNL)

Les mesures sont simuléesà l’aide du mod̀ele direct (2) avec
un RSB de30 dB (Fig. 1.a) etm1 = 200, m2 = 500. La
reconstruction áet́e ŕealiśee pourN1 = N2 = 100 avecβ =
10−7.
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FIG. 1 – Exemple synth́etique de reconstruction RMN 2D

Nous pouvons constater que l’algorithme SB et ses deux va-
riantes pŕesentent des temps de convergence similaires (Tab. 1).
Néanmoins, ces variantes permettent d’assurer la décroissance
du crit̀ere, donc un comportement plus régulier. Enfin, la ḿe-
thode SB2 permet d’éviter le ŕeglage manuel de la dimension
tout en restant aussi rapide que SB1 avec le meilleur choix
de r. D’autre part, l’algorithme GCNL requiert un plus grand
nombre d’it́erations mais le côut de calcul par it́erationétant
faible, il reste comṕetitif avec la ḿethode de Skilling et Bryan.



Iter Temps(s) ‖s − so‖2/‖s
o‖2

GCNL 1042 98, 17 0, 31

S
B(

r) 4 2063 195, 77 0, 311
5 963 104, 8 0, 2969
7 675 86, 406 0, 2974

S
B

1(
r) 4 2063 195, 77 0, 311

5 963 104, 13 0, 2969
7 795 106, 48 0, 30

SB2 rm = 5 783 155, 16 0, 299

TAB . 1 – Comparaison entre les algorithmes SB et GCNL pour
la reconstruction de données synth́etiques. Les calculs sont ef-
fectúes sur un Intel Pentium 4 3.2 GHz, 3 GB RAM

En outre, l’analyse visuelle des résultats ŕevèle la bonne esti-
mation de la position des modes du spectre (Fig. 1). Cependant,
la sous-estimation de l’amplitude de l’un des deux modes s’ex-
plique par le faible nombre de points de mesure ent1.

3.2 Donńees exṕerimentales

Nous pŕesentonśegalement les résultats d’estimation d’un
spectreT1 − T2 d’un échantillon de pomme. Les mesures ont
ét́e effectúees pourm1 = 50, m2 = 10000 et la reconstruc-
tion a ét́e ŕealiśee pourN1 = N2 = 200 et β = 10−8. Les
algorithmes SB2 et GCNL ont́et́e appliqúes. Le spectre re-
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FIG. 2 – Reconstruction de données exṕerimentales RMN 2D

construit (Fig. 2) pŕesente trois modes dont les positions sont
conformesà l’analyse th́eorique. De plus, le mode situé en
[T1;T2] = [1, 41s, 0, 87s] met enévidence une ćesureT1 − T2

et par conśequent illustre l’avantage de l’analyse 2D car cette
information n’apparâıt pas sur les spectresT1 etT2 sépaŕement.

En ce qui concerne les ḿethodes d’optimisation, la ḿethode
SB2 converge en1794 itérations (2700 s) tandis que l’algo-
rithme GCNL requiert7993 itérations (4900 s). D’une façon
géńerale, la ḿethode de Skilling et Bryan est sensiblement plus
rapide que l’algorithme GCNL. De notre point de vue, cette ef-
ficacit́e est duèa la construction de la directioǹa partir d’un

sous-espace défini par plusieurs directions.

4 Conclusion

Nous avons pŕesent́e une ḿethode de reconstruction d’un
spectre RMN 2D par maximum d’entropie. Cette méthode pŕe-
sente l’avantage d’un coût de calcul raisonnable et d’assurer la
décroissance monotone du critèreà minimiser. Bien que cette
méthode s’av̀ere efficace sur les données simuĺees et exṕeri-
mentales, l’absence de résultats th́eoriques de convergence de
la méthode SB nous oriente vers d’autres méthodes̀a base de
sous-espaces ou encore vers l’accélération de la ḿethode GCNL
par l’utilisation d’un pŕeconditionneur ad́equat.
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