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Résumé – Nous proposons une méthode rapide d’extrapolation de fonctions de partition de champs de Potts symétriques.
Notre approche requiert le pré-calcul de fonctions de partition sur des grilles de référence par une méthode d’estimation robuste.
L’estimation sur une grille test consiste alors en l’extrapolation de la fonction de partition d’une grille de référence la plus proche
de la grille test au sens d’un critère de similarité. Par rapport à des techniques classiques, nous réduisons ainsi sensiblement le
coût de calcul, tout en mâıtrisant l’erreur d’approximation. L’application visée concerne la régularisation spatiale adaptative d’un
problème de détection-estimation conjointe de l’activité cérébrale en IRM fonctionnelle.

Abstract – We propose a fast extrapolation technique to estimate the partition functions of symmetric Potts fields. Our
approach requires the pre-computation of partition functions associated to reference grids using a robust technique. Further
computation of the partition function on a test grid is then performed by extrapolating the partition function of a reference
grid selected according to its similarity with the test grid. In comparison to classical methods, this strongly alleviates the
computational burden dedicated for this task, while allowing us to control the approximation error. Our method is applied to
the adaptive spatial regularization of the joint detection-estimation of brain activity in functional MRI.

1 Introduction

Les champs de Markov sont couramment employés en
restauration et segmentation d’images pour modéliser des
informations locales telles que la régularité par morceaux [1].
Afin de rendre ce genre d’approches non supervisées, il est
nécessaire d’estimer les différents hyperparamètres inter-
venant dans le modèle markovien. Ceci requiert la connais-
sance de la fonction de partition (FP) du champ de Mar-
kov. À l’exception de quelques cas très particuliers comme
les champs unilatéraux [2], cette fonction n’admet pas
d’expression explicite et son calcul numérique exact s’avère
impossible notamment en 3D. Dès lors, il devient opportun
de l’estimer précisément à l’aide d’un algorithme efficace
et peu coûteux tel que le path sampling [3]. Néanmoins,
cette approche devient impraticable lorsque l’on doit esti-
mer un grand nombre de fonctions de partition associées à
des champs définis sur des grilles de taille ou de topologie
différente. La présente contribution apporte une réponse
efficace à cette situation particulière. Dans [4, 5], nous
avons proposé deux schémas rapides d’extrapolation pour
les champs de Ising 3D. Ici, nous proposons de généraliser
l’approche [5] au cas des champs de Potts.

En Section 2, nous motivons ce travail en énonçant le
contexte applicatif de détection-estimation conjointe de

l’activité cérébrale en Imagerie par Résonance Magnétique
fonctionnelle (irmf). Afin d’obtenir une régularisation spa-
tiale adaptative, nous estimons pour chacune des parcelles
du cerveau la FP d’un champs de Potts symétrique à trois
classes utilisé pour classifier les voxels comme activés, in-
activés ou désactivés en réponse à un stimulus expérimen-
tal. Après une brève description de la méthode du path
sampling [3] pour l’analyse de FPs, nous décrivons en sec-
tion 3 l’extension de la méthode proposée dans [5]. Nous
l’illustrons ensuite sur données réelles en Section 4 sur le
problème d’imagerie cérébrale fonctionnelle suscité.

2 Détection-estimation en IRMf

L’algorithme de détection-estimation conjointe (DEC)
proposé dans [6, 7] suppose le cerveau préalablement sub-
divisé en P = (Pγ)γ=1:Γ parcelles connexes, chacune ayant
des propriétés fonctionnelles homogènes [8]. Chaque par-
celle Pγ , contenant les voxels (Vj)j=1:J , est alors caracteri-
sée par un modèle dynamique du signal bold (Blood Oxy-
gen Level Dependent). Ce dernier consiste en l’estimation
d’un seul filtre hémodynamique hγ quelque soit le nombre
de conditions expérimentales du paradigme. Dans une par-
celle Pγ , les fluctuations de signal BOLD dues à un stimu-
lus donné sont cependant encodées par des amplitudes va-



riables en chaque voxel a = (amj )m=1:M
j=1:J , où m représente

le type de stimulus. Le décourt temporel du signal d’irmf
au voxel Vj ∈ Pγ est alors : yj =

∑M
m=1 a

m
j x

m?hγ+bj , où
xm est le me vecteur binaire des stimuli et bj représente le
bruit corrélé [7, 6]. Dans le cadre bayésien, des lois a priori
sont introduites sur les inconnues (a,hγ) [7]. Des modèles
de mélange gaussien spatiaux (MGS) sont exprimés sur
a par l’introduction de variables cachées q = (qmj )m=1:M

j=1:J

représentant l’état du voxel Vj . Il peut être activé en ré-
ponse au stimulus m (qmj = 1), inactivé (qmj = 0) voire
déactivé (qmj = −1). Ainsi, des champs de Potts cachés,
symétriques à trois classes, sont introduits sur ces états :

Pr(qm |βm) = Z(βm)−1 exp (βmU(qm)) , (1)

avec Z(βm) =
∑

qm∈{−1,0,1}n

exp (βm U(qm))

où U(qm) =
∑
i∼j I(qmi = qmj ) est “l’énergie négative”

globale et I(A) = 1 lorsque A est vrai et 0 sinon. Ici,
i ∼ j désigne les cliques constituées de paires de voxels du
premier ordre, c’est-à-dire la 6-connexité. Le paramètre
βm ≥ 0 contrôle la quantité de corrélation spatiale entre
les composants de qm, et Z(βm) désigne la fonction de
partition. Le MGS a priori s’écrit alors :

p(a |Θa) =
∏
m

{∑
qm

[∏
j

f(amj | qmj ,θm)
]

Pr(qm |βm)
}

où f(amj | qmj = i) ∼ N (µi,m, vi,m). Les paramètres µi,m
et vi,m définissent la moyenne et variance a priori des
classes i = 0,±1, respectivement ∀m. Introduisons θm
qui regroupe les paramètres {µ0,m, µ1,m, v0,m, v1,m, βm}.
Les échantillons de la loi a posteriori p(hγ ,a,q,Θ |y)
sont simulés à l’aide d’un échantillonneur de Gibbs et les
moyennes a posteriori sont calculées à partir de ces réali-
sations. Nous nous focalisons dans ce papier sur la simu-
lation de βm réalisé par une marche aléatoire symétrique
de Metropolis-Hastings : à chaque itération k, un candi-
dat β(k+1/2)

m ∼ N (β(k)
m , σ2

ε ) est généré. Il est accepté (i.e.,
β

(k+1)
m = β

(k+1/2)
m ) avec la probabilité : α(β(k)

m → β
(k+1/2)
m ) =

min(1, Ak,k+1/2), où le rapport Ak,k+1/2 s’écrit :

Ak,k+1/2 =
p(β(k+1/2)

m |q(k)
m )

p(β(k)
m |q(k)

m )
=
p(q(k)

m |β(k+1/2)
m )p(β(k+1/2)

m )

p(q(k)
m |β(k)

m )p(β(k)
m )

=
Z(β(k)

m )

Z(β(k+1/2)
m )

exp
(

(β(k+1/2)
m − β(k)

m )U(q(k)
m )
)
,

pour un a priori uniforme sur βm. Cette étape de simu-
lation nécessite donc l’estimation de rapports de Z(.) ou
de différences de log-FP pour toutes les parcelles Pγ avant
d’explorer les lois a posteriori . Ceci a motivé le développe-
ment de techniques rapides pour approches ces constantes.

3 Estimation de Z(·)
3.1 Formulation du problème

Nous nous intéressons ici à l’estimation de fonctions de
partition Z de champs de Potts symétriques à L classes
sur un graphe 3D G. Z étant fonction de la géométrie du
graphe G et de L, son évaluation exacte est impossible
en un temps acceptable. Il est donc crucial d’utiliser des
techniques d’estimation rapide de FPs pour rendre les mé-
thodes non supervisées utilisables en pratique.

3.2 Path sampling

L’algorithme de path sampling est une méthode d’esti-
mation de FPs efficace et robuste. Il tire son inspiration
de l’échantillonnage d’importance [3], qui s’appuie sur :

ln Ẑ(β) ' lnZ(β0)− lnN + ln
∑
n

exp
(
(β0 − β)U(qn)

)
où Z(β0) est connue (Z(0) = LI) et (qn)n=1:N sont N
réalisations du champ de Potts défini par Pr(q |β0). La
grille discrète de valeurs de βk = k∆β peut être assez
fine (e.g., ∆β = 0.01). Le path sampling permet d’esti-
mer des FPs dans un temps raisonnable pour un ensemble
réduit de grilles1. Ce temps devient prohibitif lorsqu’on
travaille avec plusieurs centaines de grilles comme dans
notre application en irmf. Dans la suite, nous utilisons
cette méthode pour calculer les estimées (ln ẐGp

(β))p=1:P

dites de référence sur quelques grilles distinctes Gp. Ces
estimées sont ensuite utilisées pour calculer les estimées
de FPs sur de nombreuses grilles dites de test. Pour sim-
plifier la rédaction du document, nous noterons T une de
ces grilles test et ln Z̃T (β) la log-FP associée.

3.3 Schéma d’extrapolation bilinéaire

Dans [4], nous avons proposé une extrapolation bili-
néaire pour estimer la fonction de partition ZT d’un champ
de Ising symétrique sur T étant donné (ln ẐGp

(β))p=1:P .
La première étape est une régression bilinéaire ∀βk en
fonction du nombre de cliques cGp et de sites sGp :

(âk, b̂k, ĉk) = arg min
P∑
p=1

‖ ln ẐGp
(βk)−akcGp

−bksGp
−ck‖2.

La valeur de lnZT (βk) est ensuite approchée par ln Z̃T (βk) =
âkcT + b̂ksT + ĉk. Cette approche donne une très bonne
estimation sur des graphes petits et irréguliers. Son exten-
sion aux champs de Potts est sans difficulté mais s’avère
insuffisante dans les situations où l’ensemble des graphes
de référence (Gp)p=1:P sont hétérogènes, car les coefficients
de régression sont alors peu précis pour estimer lnZT .

1de l’ordre d’une minute pour une grille contenant 83 sites.



3.4 Schéma d’extrapolation min-max

Afin d’exploiter des graphes de référence hétérogènes
et disposer d’erreurs d’approximation, nous avons pro-
posé dans [5] un schéma d’extrapolation min-max pour
les champs de Ising 3D. Ses propriétés étant adaptées à
l’approche DEC en irmf, nous l’étendons ici au cas des
champs de Potts symétriques.

Notre algorithme procède en deux étapes : 1) selon [9],
les FP de référence ẐGp

(βk) sont estimées à l’aide du path-
sampling. Les topologies des grilles de référence (Gp)p=1:P

peuvent être variées pour couvrir un maximum de configu-
rations réalistes. 2) Pour chaque grille test T , logZT est
approché avec une seule log-FP de référence au sein de
(log ẐTp

(β))p=1:P . Soit rT = σn,T /µn,T une mesure d’ho-
mogénéité de grille où µn,T et σn,T sont respectivement
le nombre moyen de voisins par site sur T et l’écart type
correspondant. Notons que T est d’autant plus régulière
que rT est faible. En utilisant ce critère, nous introduisons
une mesure de similarité : LT (Gp) = ‖rT − rGp

‖2, qui per-
met de choisir la grille de référence Gref la plus proche de
T conjointement avec le critère d’approximation d’erreur
AT (β,Gp) donné par :

AT (β,Gp) =
‖ logZT (β)− log Z̃T (β,Gp)‖2

‖ logZT (β)‖2
, (2)

log Z̃T (β,Gp) =
( cT
cGp

(log ẐGp
(β)− logL) + logL

)
. (3)

Ici, (cT , cGp
) et (sT , sGp

) sont le nombre de cliques et de
sites des champs de Potts définis sur T et Gp, respective-
ment. Z̃T (β,Gp) correspond à l’estimée de ZT (β) calculée
avec Gp. Notons de même que les FPs test et de référence
sont calculées pour le même nombre de classes L. Notre
formule d’extrapolation (3) est construite à partir de deux
principes directement dérivés de la définition de la FP : i.)
une erreur d’approximation asymptotiquement non biai-
sée (limβ→+∞AT (β,Gp) = 0) et ii.) une approximation
exacte de la dérivée première de logZT (β) pour β → 0+.

Une propriété intéréssante de notre formule d’extrapola-
tioné (3) est qu’elle permet le calcul analytique de l’erreur
d’approximation A(0,Gp), une valeur pour laquelle l’er-
reur d’approximation (2) est maximale quand LT (Gp) est
suffisamment faible. Cette propriété a été vérifiée empiri-
quement sur plus de 300 champs de Ising simulés sur des
grilles régulières ou non. La grille de référence est sélec-
tionnée suivant un principe min-max qui consiste à mini-
miser l’erreur A(0,Gp) sur toutes les grilles de référence
(Gp)p=1:P pour lesquelles T et Gp sont similaires :

Gref = arg min
(Gp)p=1:P

AT (0,Gp) subject to LT (Gp) ≤ ε (4)

avec AT (0,Gp)
∆= |(sT − 1)− cT (sGp − 1)/cGp |2/s2

T (5)

où ε est un seuil positif fixé à la main2. En pratique, nous
calculons d’abord LT (Gp) et AT (0,Gp), ∀Gp et gardons

2nous avons utilisé ε = 0.02 dans nos tests.

seulement le sous ensemble de grilles de référence S pour
lequel la contrainte LT (Gp) ≤ ε est vérifiée et AT (0,Gp)
est sous un autre seuil (typiquement 4%). Si S est vide,
logZT (β) est estimé par un schéma de path-sampling.
Dans le cas contraire, au cours d’une deuxième étape, Gref

est extrait de S comme le minimiseur de AT (0,S) et l’es-
timée log Z̃T (β,Gref) est donnée par l’Eq. (3).

La méthode illustrée Fig. 1 avec P = 4 : en comparant
la distance entre les courbes vertes et la rouge à β = 0,
montre que log Ẑref est la courbe la plus proche au dessus
de l’estimée robuste log ẐT é(en rouge) obtenue par path-
sampling. Notre approximation log Z̃T representée par des
croix (+) est en effet superposée avec log ẐT .

←− log Ẑref

β
Fig. 1 – En vert, les log-FPs de référence (log ẐGp

(βk)4
p=1.

En rouge, la log-FP test calculée par path-sampling
log ẐT . En ×, l’estimée de la log-FP log Z̃T par (3).

4 Résultats de simulation

Une première validation est opérée sur champs observés
où nous comparons notre schéma d’extrapolation au path
sampling. La Fig. 2 expose les résultats d’une étude Monte
Carlo portant sur l’estimation de β au sens du maximum
de vraissemblance. Les deux approches donnent des résul-
tats similaires et quasi exacts pour β ∈ [0; 0, 6] et sont
toutes deux sous-optimales pour β ∈ [0, 6; 1, 1].

Nous comparons ensuite l’approche DEC supervisée à
son extension nonsupervisée. Les simulations sont réali-
sées à faible RSB avec des cartes d’activation ne dérivant
pas l’a priori de Potts. Les signaux irmf synthétiques sont
générés selon un paradigme comportant deux conditions.
Nous ne montrons que les résultats d’une seule condi-
tion (m = 1), par manque de place. La Fig. 3(a) montre
qu’un mauvais choix de β (β = 0, 2) dans le cadre super-
visé se traduit par une confusion entre les classes activée
et déactivée, tandis que la version non-supervisée Fig. 3(b)
produit des labels identiques à ceux simulés (non montrés).
Ces résultats sont confirmés par les estimés des compo-
santes du mélange a posteriori où le cas supervisé conduit
à une dégénérescence pour la classe activée (Fig. 4(a))
alors que la version adaptative Fig. 4(b) produit des com-
posantes bien séparées et conformes aux valeurs simulées.



b βM
V

β simulé
Fig. 2 – Comparaison de la méthode d’extrapolation (en
rouge) à celle du path-sampling (en bleu) pour estimer β
sur champ observé.

(a) (b)

Fig. 3 – Labels estimés (q̂1)MAP. (a) : version supervisée
à β=0.2 et (b) : version non supervisée. En noir : inacti-
vations, rouge : déactivations, vert : activations.

La Fig. 5 illustre le comportement de l’approche su-
pervisée sur une grille de valeurs de β. Un mauvais ré-
glage produit une décroissance significative des taux de
bonne classification des labels inactivés (bleu) et déacti-
vés (rouge) pour β 6 0, 8 et β > 1, 2. La version non-
supervisée fournit en revanche une estimée β̂ = 0.92 (voir
�), qui se trouve être justement dans la plage de valeurs
optimales [0, 8; 1, 5] au sens de la maximisation des taux
de bonne classification. pour une large plage de β.

(a) (b)

Fig. 4 – Mélange a posteriori à 3 classes estimé. (a) :
version supervisée (β=0.2) ; (b) : version non supervisée.
Bleu : classe inactivée, rouge : déactivée, vert : activée.

5 Conclusion

Nous avons proposé une extension aux champs de Potts
symétriques d’un schéma min-max d’extrapolation de fonc-
tions de partition et illustré son intérêt sur une applica-

�

Fig. 5 – Taux de bonne classification des (q̂1)MAP dans le
cas supervisé à différentes valeurs de β fixé. En bleu : classe
inactivée, rouge : classe déactivée, vert : classe activée.

tion en irmf pour la détection des activations inactiva-
tions et déactivations au sein d’un schéma de régularisa-
tion spatiale non supervisée. L’approche résultante four-
nit des taux de bonne classification bien meilleure que son
alternative supervisée. En guise de perspective, nous ex-
plorerons l’impact de ce travail sur données réelles dans le
cadre de l’épilepsie source de déactivations.
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