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Résuḿe –Nous nous intéressons à des mesures de dépendances causales entre des séries temporelles. Nous montrons qu’une approche fondée
sur la prédiction et largement développée par des économétriciens peut être lue dans le cadre de la théorie de l’information dirigée. L’utilisation
pratique de ces approches est illustrée par un exemple simple qui met en lumière les difficultés d’estimation des grandeurs d’information, et qui
met en avant la relativité des deux analyses à l’observation faite.

Abstract – We study two different class of methods to infer causal dependencies between time series. We show that the well-known Granger
causality as developed by Geweke and others and based on prediction is included in the theory of directed information. The practical use of
these methods is illustrated by a simple example. It revealsthe difficulty to correctly estimate and use the directed information. Furthermore, it
illustrates the fundamental problem of relativity of the analysis with respect to the observed times series.

1 Motivations

Le cadre dans lequel nous nous plaçons ici est celui des
réseaux de systèmes en interaction. Une des difficultés impor-
tantes rencontrées dans ces études est relative à la nécessité de
définir la notion de flot d’information. Un objectif important
consiste à comprendre comment l’information circule entre
les différents systèmes. Nous supposons disposer pour chaque
nœud du réseau des mesures temporelles issues du système
porté par le nœud. L’enjeu de ces réflexions est d’identifier à
partir de l’ensemble de ces mesures le sens de l’interaction
entre deux systèmes, chacun porté par un nœud. Plus parti-
culièrement, nous voulons révéler l’existence de relations di-
rigées de type maı̂tre-esclave entre les systèmes étudiés. Le
cadre de ce travail est donc celui de la modélisation de signaux
multidimensionnels dont la structure de dépendance est r´egie
par un graphe directionnel. L’objectif est l’estimation dece
graphe à partir des signaux observés.

Ces questions ont été abordées dans diverses disciplines,
sous divers angles et dans diverses applications. Elles relèvent
par exemple de la notion de causalité développée par Granger,
Pearl et d’autres [1, 2], mais également de la théorie de l’infor-
mation des réseaux [3, 4] ou encore de la théorie des systèmes
dynamiques et de leurs couplages [5, 6]. Dans cette étude, nous
considérons deux grandes classes de méthodes qui permettent
de proposer des réponses aux interrogations posées. Le but du
travail est de dégager les points communs entre ces approches,
de tenter d’en expliciter les avantages et inconvénients,et en-
fin de discuter les problèmes d’estimation des grandeurs ca-
ractéristiques de ces approches.
– Approches fond́ees sur la pŕediction (du type« Wiener-

Granger» ). Ces méthodes reposent sur une assertion de Wie-
ner selon laquelle un signalxt est la cause d’un autreyt si
la prédiction deyt est améliorée par la prise en compte dex.
Cette remarque a été largement développée, étendue etdiscutée
par Granger. Ce dernier a mis en évidence ses limitations eta
développé des approches opérationnelles pour tester lacausa-
lité selon ce principe. Des extensions ont été proposé ensuite
par Geweke, puis par Rissannen&Wax [9, 10].
– Approches fond́ees sur la th́eorie de l’information.Les liens
de dépendances causales entre séries temporelles ne peuvent
être quantifiés par les grandeurs usuelles de la théorie de l’in-
formation, telle l’information mutuelle. Cette dernièremesure,
symétrique entre les signaux ou systèmes considérés, ne répond
qu’à la question pertinente de dépendance statistique entre
deux signaux. La prise en compte d’un sens de circulation de
l’information impose d’avoir recours à la théorie de l’informa-
tion bidirectionnelle, introduite par Marko [7] dans les années
70 et étendue par Massey [4] puis Kramers [8] dans les années
90. Cette théorie repose sur une analyse fine d’un transfertd’in-
formation et de la prise en compte de l’influence de la présence
possible de« feedback» entre deux séries temporelles. Il en
résulte la définition de la notion peu usitée actuellement d’in-
formation dirigée.

Ces différentes approches (moins pour la deuxième qui est
nouvelle dans ce contexte) ont été largement étudiées dans di-
verses littératures, appliquées avec plus ou moins de bonheur
dans des disciplines aussi variées que neuroscience, économie
ou physique. Dans le paragraphe 2, des liens théoriques entre
ces approches sont mis en évidence. Le paragraphe 3 est dédié
à une discussion sur la nature et l’utilisation de ces méthodes



dans un contexte pratique. Dans la suite, nous nous placerons
sous des hypothèses simples de signaux aléatoires conjointe-
ment gaussiens.

2 Liens théoriques

Approches du type « Wiener-Granger » . Une
modélisation paramétrique est adoptée pour obtenir une
approche opérationnelle :
{

xt =
∑

∞

s=1 Ai,sxt−s +
∑

∞

s=0 Bi,syt−s + ui,t

yt =
∑

∞

s=0 Ci,sxt−s +
∑

∞

s=1 Di,syt−s + vi,t
(1)

oùi paramètre le type de liens entre les deux sériesxt etyt. Par
conventioni = 1 désigne le cas dans lequel les séries sont non
couplées, de sorte queB1,s = 0, C1,s = 0, ∀s et les résidus
u1,t et v1,t sont blancs et indépendants. Pouri = 2, les séries
sont couplées uniquement dynamiquement au sens oùB1,0 =
0, C1,0 = 0. Les résidusu2,t et v2,t sont blancs (principe d’or-
thogonalité statistique pour l’estimation en moyenne quadra-
tique). Enfin dans le casi = 3, les séries sont entièrement
couplées,B3,s 6= 0, C3,s 6= 0, ∀s, les résidusu3,t et v3,t sont
blancs, mais ne sont éventuellement plus indépendants l’un de
l’autre. On se place dans l’hypothèse restrictive selon laquelle
les signaux sont conjointement gaussiens. Par conséquent, les
seules statistiques d’intérêt sont les statistiques d’ordre 2. On
noteraΓi,XY les covariances ou matrices de covariance entre
les grandeurs (ou vecteurs)X etY sous le modèlei.

Notons que dans le casi = 2, les résidusu2,t etv2,t peuvent
être corrélésinstantańement. Dans ce cas, le modèle 2 peut être
transformé en un modèle de type 3 en appliquant la transforma-
tion

(

x′

t

y′

t

)

=

(

I −Γ2,uvΓ
−1
2,vv

−Γ2,vuΓ−1
2,uu I

) (

xt

yt

)

I étant l’identité. Cette transformation donne en effet des co-
efficients B′

2,0 et C′

2,0 non nuls, et des résidusu′

2,t et v′2,t

décorrélés (propriétés de l’estimation linéaire enmoyenne qua-
dratique) et donc indépendants sous l’hypothèse gaussienne
adoptée.

Les mesures proposées par Geweke [9] et étendues par Ris-
sanen&Wax [10] utilisent les covariances des résidusui,t et
vi,t dans (1). Notons queΓi,uu représente la variance de l’er-
reur d’estimation dext à partir de son passé sii = 1, et
du passé deyt si i = 2, et de la valeur instantanéeyt si
i = 3. Si x1:t représente la collection des valeurs du signal
x de l’instant initial 1 à l’instantt, ε2

∞
(xt|x1:t−1, y1:l) =

limt→+∞ ε2(xt|x1:t−1, y1:l) est la variance asymptotique de
l’erreur d’estimation dext à partir dex1:t−1, y1:l. Selon la
méthodologie introduite par Geweke, nous considérons les in-
dices suivants

Fy→x = log
ε∞(xt|x1:t−1)

ε∞(xt|x1:t−1, y1:t−1)

Fx→y = log
ε∞(yt|y1:t−1)

ε∞(yt|x1:t−1, y1:t−1)

Fx.y = log
ε∞(xt|x1:t−1, y1:t−1)

ε∞(xt|x1:t−1, y1:t)

Fx.y est symétrique enx et y alors que les deux autres ne
le sont pas et impliquent une direction de couplage.Fx→y

est appelée par Geweke mesure de« feedback» linéaire dex
versy et Fx.y est dénommée mesure de dépendance causale
instantanée. Dans [10], Rissanen&Wax généralisent cette ap-
proche en utilisant la théorie du codage prédictif. La mesure
envisagée n’est plus une variance d’erreur de prédiction, mais
une quantité d’information (exprimée en bits) nécessaire à la
prédiction. Dans le cas gaussien et sous l’hypothèse d’unordre
de modèle connu, cette approche permet de retrouver les in-
dices de Geweke-Granger. Notons que la quantité d’informa-
tion relative au choix de l’ordre du modèle fait partie int´egrante
du calcul de la mesure de Rissannen&Wax. En pratique en ef-
fet, l’approche de Geweke-Granger repose sur l’identification
de modèles dont les ordres sont supposés connusa priori , ou
préalablement estimés.

Information dirig ée. Dans [4], Massey propose qu’en
présence de feedback, la mesure correcte d’information entre
deux signaux n’est plus l’information mutuelle, mais l’infor-
mation dirigée, définie par

I(x1:t → y1:t) =
t

∑

k=1

I(x1:k; yk|y1:k−1)

oùI(x1:k; yk|y1:k−1) est l’information mutuelle conditionnelle
usuelle [3]. Lorsque les signaux sont stationnaires, l’extensi-
vité de l’information dirigée permet de définir le taux d’infor-
mation dirigéeI∞(x → y) = limt→+∞(1/t)I(x1:t → y1:t).
D’autre part dans [8], Kramers établit le résultatI∞(x → y) =
limk→+∞ I(x1:t; yt|y1:t−1), valide sous hypothèse de station-
narité.

Dans le cas de processus conjointement gaussiens, le lien
entre information dirigée et approche de Geweke-Granger est
obtenuvia la proposition suivante :

I∞(x → y) = Fx→y + Fx.y

En effet, la règle de chainage pour les informations mutuelles
conditionnelles permet de décomposerI(x1:t; yt|y1:t−1) en
I(x1:t−1; yt|y1:t−1) + I(xt; yt|x1:t−1, y1:t−1), [3]. D’autre
part, dans le cas de trois vecteurs aléatoiresx, y, z, l’informa-
tion mutuelle conditionnelle s’écritI(x; y|z) = I(x; y, z) −
I(x; y). Si ε2(x|y) représente la matrice de covariance condi-
tionnelle, alors dans le cas de vecteurs conjointement gaus-
siens I(x; y) = 1/2 log |ε2(x)|/|ε2(x|y)|, où |.| dénote le
déterminant. Ainsi,I(x; y|z) = 1/2 log |ε2(x|y)|/|ε2(x|y, z)|.
Dans le cas qui nous intéresse, nous obtenons

I(x1:t−1; yt|y1:t−1) =
1

2
log

ε2
∞

(yt|y1:t−1)

ε2
∞

(yt|x1:t−1, y1:t−1)

I(xt; yt|x1:t−1, y1:t−1) =
1

2
log

ε2
∞

(yt|x1:t−1, y1:t−1)

ε2
∞

(yt|x1:t, y1:t−1)

Donc, en prenant la limite deI(x1:t; yt|y1:t−1) quandt tend
vers∞, le résultatI∞(x → y) = Fx→y + Fx.y est obtenu.�

Ainsi sous l’hypothèse que les signaux en jeu sont conjoin-
tement gaussiens, les deux approches se rejoignent asympto-
tiquement. Toutefois, leur nature et leur utilisation pratique
diffèrent.



3 Sur l’utilisation en pratique

Bien que les deux approches se rejoignent théoriquement,
elles sont de nature très différentes et nécessitent desméthodes
d’implantation différentes. Dans le cadre des méthodes fondées
sur la prédiction et sous des hypothèses gaussiennes, lesrap-
ports de variances suivent des lois connues [11]. Les me-
sures permettent à l’aide de tests d’hypothèse de trancher entre
l’existence ou l’absence de liens de dépendance causale, au
sens de la prédiction. Rappelons que dans ce contexte les ap-
ports de l’approche de Rissanen&Wax dans [10] qui prend en
compte dans la construction de la mesure le problème de l’es-
timation des ordres des modèles.

Par nature, l’approche fondée sur la théorie de l’information
bidirectionnelle répond mieux à nos problématiques : suivre
les flots d’information dans les réseaux de systèmes en interac-
tion. L’information dirigée ne répond pas directement àla ques-
tion de dépendance causale entre deux séries temporellesmais
quantifie l’information circulant entre les deux en tenant en
compte de la direction. Cette mesure amène donc des réponses
sur la nature maı̂tre-esclave des liens entre systèmes.

L’inconvénient de l’information dirigée réside dans son es-
timation et quand cet aspect pratique est abordé, les principes
fondés sur la prédiction se révèlent facilement opérationnels.
En effet, sous les hypothèses de résidus gaussiens, les tests
fondés sur la prédiction peuvent être qualifiés complètement,
au moins asymptotiquement. Lorsque l’on considère l’infor-
mation dirigée, les problèmes de grandes dimensions, de
corrélation temporelle des séries et de finitude du nombredes
mesures conduisent à de grandes difficultés d’estimation. Pour
illustrer ces différents points nous examinons maintenant un
problème jouet simple dont nous donnons trois lectures.

Première lecture. Considérons deux signauxxt, yt dont
une portion est représentée sur la figure (1). Les fonctions de
corrélationE[xtyt−τ ] et d’information mutuelleI(xt; yt−τ )
estimées sont également tracées sur cette figure. Ces graphes
montrent à l’évidence quey est corrélé au passé dex (pics en
τ = −2,−3), mais également anticorrélé à son futur (pics en
τ = 2, 3). Ces évidences permettent de conclure à un probable
« feedback»entre ces deux séries temporelles.

Nous appliquons la méthodologie présentée précédemment.
Sous des hypothèses de signaux conjointement gaussiens, les
distributions des indices de Geweke sont connues [9], et
peuvent être utilisées pour définir une stratégie de test opti-
mal. Toutefois, l’approche de Geweke et l’approche fondéesur
l’information dirigée peuvent être utilisées sous des hypothèses
différentes. Si l’hypothèse gaussienne est absente, lesdistribu-
tions des indices de Geweke et de l’information dirigée estimée
sont inconnues. La détermination d’un seuil de décision ne
peut donc être traitée analytiquement. Nous proposons d’avoir
recours à une randomisation des données pour simuler l’hy-
pothèse nulle selon laquelle il n’y a pas de lien entre les si-
gnauxxt et yt. Pratiquement, les signaux étant de taille finie,
nous généronsnp permutations aléatoiresσ(t) des indices tem-
porels pour créernp signauxyσ(t). L’effet de la permutation
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FIG. 1 – Signaux xt et yt observés et dont on cherche des liens de
dépendance. Fonctions de corrélation et d’information mutuelle entre ces si-
gnaux. Signalzt supplémentaire.

aléatoire des dates est de briser l’éventuelle dépendance entre
xt etyt. Nous calculons les indices de dépendances pour lesnp

signaux, évaluons l’histogramme des indices, et fixons le seuil
de test de sorte à ce que le taux de fausses alarmes soit fixé
(nous choisissons ici 5%).

Précisons ici que les difficultés d’estimation ne sont pasles
mêmes entre l’approche de Geweke et l’utilisation de l’infor-
mation dirigée. Ici, les indices de Geweke sont directement ob-
tenus à partir de la puissance des erreurs de prédiction estimées
classiquement. Le premier point concerne l’horizon de calcul
de l’information dirigée. Ce point délicat existe aussi pour les
indices de Geweke mais est moins crucial et peut être levé avec
l’approche de Rissannen&Wax. Dans le cas de l’information
dirigée, les problèmes de dimension sont par contre primor-
diaux. Un horizon fini est utilisé et la mesure s’écrit

I(x → y) =
1

p

p
∑

k=1

I(xt−k:t; yt|yt−k:t−1)

Pour estimer l’information mutuelle conditionnelle, nousuti-
lisons les techniques d’estimation de l’entropie fondéessur
les plus proches voisins [12, 13], étendues astucieusement à
l’information mutuelle par Kraskov [14] puis à l’information
mutuelle conditionnelle par Frenzel&Pompe [15]. Nous ne
détaillerons pas ici ces estimateurs mais notons que leur com-
portement est raisonnable pour des tailles de signaux de plu-
sieurs milliers d’échantillons, à condition de rester dans des
dimensions faibles (3 à 4) et que les signaux soient faiblement
corrélés temporellement. Ceci explique les valeurs proches de
zeros mais négatives des seuils obtenues lors des mesures après
permutations (voir le tableau 1). Les estimateurs souffrent d’un
biais négatif et n’assure pas au résultat d’être positif(pro-
priété requise pour une information mutuelle). Toutefois, nous



Fx→y Fy→x Fx.y I(x → y) I(y → x)

seuils 1.016 1.016 1.002 -0.016 -0.013
tests 1.289 1.112 1.007 0.08 0.02

TAB . 1 – Exponentielle des indices de Geweke et Informations dirig´ee. Si-
gnaux de 2000 échantillons, passé de longueur 20 pour Geweke, de 3 pour les
informations. 1000 permutations utilisées pour Geweke, 100 pour les informa-
tions.

Fx→y|z Fy→x|z Fx.y|z I(x → y|z) I(y → x|z)

tests 1.218 1.003 1.011 0.02 -0.025

TAB . 2 –Exponentielle des indices de Geweke et Informations dirig´ee condi-
tionnellement àzt. Signaux de 2000 échantillons, passé de longueur 20 pour
Geweke, de 3 pour les informations.

avons vérifié la convergence vers zéro pour des tailles desi-
gnaux croissantes. De plus, mentionnons que les temps de cal-
cul sont considérablement plus longs que pour des estimations
en moyenne quadratique !

Le tableau (1) résume les seuils de test ainsi obtenus pour les
différents indices, et les valeurs des indices pour les données
à effectivement tester. Chaque indice est supérieur au seuil
prédéterminé. La conclusion est donc la présence d’un feed-
back entrext etyt, et la présence d’une causalité instantanée.

Deuxième lecture.Outre les signauxxt et yt utilisés, nous
supposons maintenant avoir une autre information à travers la
mesure d’un troisième signalzt a priori lié aux deux autres.
Nous reprenons la même méthodologie que précédemment `a
la différence près que tous les calculs sont effectués condi-
tionnellement àz1:t. Autrement dits les prédictions dans l’ap-
proche de Geweke utilisent systématiquement les donnéeszt

conjointement aux autres ; les informations mutuelles condi-
tionnelles en jeu dans le calcul de l’information dirigée sont
également conditionnelles àz1:t (ou à zt−p:t dans le cas du
calcul sur un horizon fini). Le tableau (2) présente les indices
de mesure dépendance. Nous avons présenté les résultats pour
l’information dirigée, mais ces résultats sont sujet à caution
étant donné la petite taille des échantillons et les grandes di-
mensions considérées. De plus, les seuils ne sont pas ici cal-
culés, car l’ajout dezt ne permet pas une randomisation simple
des données conduisant à l’hypothèse nulle. Les indicesde Ge-
weke, calculés conditionnellement àzt, montrent toutefois que
le couplage instantané entrex ety et que le feedback dext vers
yt demeurent, mais que le feedback deyt versxt n’existe pas
conditionnellement àzt. Ceci met en évidence que le couplage
dey versx est indirect et se fait parz.

Troisi ème lecture. Pour terminer la discussion sur ce
problème jouet, nous présentons le modèle utilisé :
8

<

:

xt = 0.6xt−1 − 0.6zt−1 + w1,t

yt = 0.6yt−1 + 0.4xt−2 + w2,t

zt = −0.1zt−1 + 0.5yt−2 + w3,t

Γw =

0

@

1 0.1 0.1
1 0.01

1

1

A

Γw représente la matrice de corrélation des suites i.i.d. centrées
gaussienneswi,t.

Quelques conclusions.Nous avons montré ici que les ap-
proches d’analyse de causalité fondée sur l’analyse des erreurs
de prédictions sont théoriquement incluses dans la théorie de

l’information dirigée. Toutefois, d’un point de vue pratique,
la mesure des informations dirigées reste très difficile,surtout
lorsque les signaux en jeu sont observés sur des durées courtes
et présentent des supports de corrélation larges. Nous avons
également montré à travers l’analyse d’un exemple simple un
problème fondamental : l’analyse des dépendances (causales
ou non) estrelativeaux observations faites. Ce point déjà dis-
cuté par Granger se révèle tout aussi crucial quand d’autres
types de mesures sont utilisés, en particulier l’information di-
rigée. La résolution de ce problème est toutefois plus difficile
d’un point de vue pratique dans le cas de l’information dirigée
puisque son estimation devient très délicate lorsque la dimen-
sion des données augmente et donc lorsque le conditionnement
est pris en compte.

La théorie de l’information dirigée offre un cadre théorique
adéquat pour l’analyse des dépendances entres séries tempo-
relles. Toutefois, le recours à des approches sous-optimales
proches est à l’heure actuelle préférable pour des raisons pu-
rement pragmatiques.
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