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Résuḿe –Les techniques de filtrage inspirées des processus de réaction-diffusion s’appuient sur des équations differentielles partielles (EDPs)
qui sont souvent soit purement anisotrope, soit purement non linéaire mais isotrope. Dans ce document, je montre qu’ilest possible de combiner
l’anisotropie à la non linéarité afin de développer un outil de traitement qui allie les avantages de ces 2 types d’EDPs. Le nouvel algorithme
développé permet le filtrage du bruit et l’amélioration du contraste des images. Les résultats sont comparés à ceux obtenus avec la méthode
classique de Perrona Malik inspirée d’un processus physique de diffusion anisotrope. Le profile des lignes de l’image filtrée montre que certains
détails de l’image peuvent être réhaussés avec ce nouvel algorithme.

Abstract – We propose a new algorithm inspired by the properties of diffusion processes for image filtering. We show that purely nonlinear
diffusion processes ruled by Fisher equation allows contrast enhancement and noise filtering, but involves a blurry image. By contrast, anisotropic
diffusion, described by Perona and Malik algorithm, allowsnoise filtering and preserves the edges. We show that combining the properties of
anisotropic diffusion with those of nonlinear diffusion provides a better processing tool which enables noise filtering, contrast enhancement and
edge preserving.

1 Introduction

Ces dernières années, de nombreux sujets de recherche ont
porté sur l’étude des systèmes non linéaires. En effet,les équ-
ations différentielles qui décrivent ces systèmes permettent de
rendre compte d’un très grand nombre de phénomènes naturels
allant du comportement de la surface des océans, aux mecha-
nismes de transport dans les cellules vivantes [1]. Plus récement,
ces mêmes équations differentielles ont su trouver des applica-
tions insoupçonnées dans le domaine du traitement d’images
sous l’appellation de méthodes non conventionnelles de trai-
tement [2]. Parmi ces systèmes d’équations, on peut citerle
système de réaction-diffusion suivant:

∂u

∂t
= Du∆u + F (u, v)

∂v

∂t
= Dv∆v + G(u, v). (1)

où ∆ représente le Laplacien,u et v sont les concentrations
de l’activateur et de l’inhibiteur tandis queDu et Dv sont les
constantes de diffusion.F et G permettent de décrire le taux
de production de l’activateur et de l’inibiteur. Dans le casoù
F (u, v) = βu(u − a)(1 − u) − v et G(u, v) = u − bv, le
système (1) correspond à celui de Fitzhugh-Nagumo et a per-
mis la détection de contours d’images bruitées [3]. D’autres
modèles de fonctionF et G ont pu être considérés tel que le
modèle de Brusselator pour réaliser de la synthèse de texture
[4, 5], ou encore le modèle d’Oregonator pour réaliser desopé-
rations de morphologie mathématique [2]. Dans cette commu-
nication, nous focaliserons sur des opérations de réhaussement
de contraste et de filtrage du bruit en ne considérant que la
première équation du système (1) lorsque la fonctionF ne

dépend pas dev.
En ce qui concerne le filtrage du bruit, au début des années

90, Peronna et Malik ont proposé un algorithme non conven-
tionnel de filtrage du bruit s’appuyant sur des équations dif-
férentielles modélisant un processus de diffusion anisotrope
[6]. Ces 20 dernières années, cet algorithme a servi de référence
puisqu’il a été largement utilisé pour effectuer de l’analyse d’i-
mages médicales [7], de la restoration d’images astronomiques
[8], pour ne citer que quelques exemples. Je me propose de
présenter un nouvel algorithme de traitement basé sur un pro-
cessus de diffusion anisotrope et non linéaire et de le compa-
rer à l’algorithme existant de Peronna Malik. Dans un souci
de clareté, je présente dans un premiers temps, chacun des4 al-
gorithmes de traitement inspirés des processus de diffusion sui-
vants: diffusion linéaire, diffusion purement non linéaire, diffu-
sion purement anisotrope, diffusion anisotrope et non lin´eaire.
Ce plan permettra au lecteur de mieux comprendre comment
l’algorithme de Peronna et Malik peut être complété pourin-
clure une non linéarité qui permet le réhaussement du contraste.

2 Les différents processus de diffusion

Parmi les EDPs linéaires, c’est l’équation de diffusion de
la chaleur qui a tout d’abors retenu l’attention des chercheurs.
Cette dernière, qui décrit l’évolution de la tempéraureX en un
point de l’espace de coordonnée(x, y) peut s’exprimer sous la
forme:

∂X(x, y, t)

∂t
= D∆X. (2)

Bien évidemment, dans un contexte de traitement d’image,X
représente le niveau de gris d’une image continue. Cependant,



en raison du caractère intrinsèquement discret des images, l’équ-
ation (2) peut être discrétisée pour obtenir :

Xt+dt
i,j = Xt

i,j + D
dt

|Nr|

∑

(k,l)ǫNr

(Xt
k,l − Xt

i,j),

i, j = 1...N, 1...M, (3)

avec Nr = {(i, j − 1); (i, j + 1); (i − 1, j); (i + 1, j)}.

Dans l’équation précédente,N×M représente la taille de l’im-
age,i, j les indices du pixel de l’image à traiter etNr représente
l’ensemble des voisins, c’est à dire4 voisins adjacents sauf
pour les 4 côtés et les 4 coins de l’image qui ont respectivement
3 et 2 voisins.dt représente le pas d’intégration de l’équation
différentielle, ett le temps. L’image que l’on souhaite traiter est
appliquée comme condition initiale dans l’équation (4) et cor-
respond donc au tempst = 0, tandis que l’image traitée à l’ins-
tant t 6= 0 s’obtient en relevant l’état du système d’équations
différentielles à cet instantt.
On peut donc dire que ce traitement est itératif, comme tous
ceux qui seront envisagés. Le comportement de ce filtre lin´eaire
est assez connu. En fait, ce filtre possède un comportement
passe-bas qui peut sembler adapté pour le filtrage du bruit.Ce-
pendant, comme le montre la figure 1, l’image filtrée devient
floue du fait de la nature isotrope du filtre étudié. Par ailleurs,
l’amplitude du profile de la ligne 50 n’est pas amplifiée; ce qui
traduit le fait que le contraste de l’image n’est pas réhaussé.

3 Diffusion non linéaire

Le traitement précédent s’appuyait sur un processus lin´eaire
car décrit par l’équation de propagation de la chaleur. Dans ce
paragraphe, je considére l’équation de Fisher qui permetentre
autre de modéliser les méchanismes de transports dans lescel-
lules vivantes [1], mais également de réhausser le contraste et
segmenter des images [9, 10]. Cette équation s’écrit

∂X(x, y, t)

∂t
= D∆(X) + f(X), (4)

où D représente le coefficent de diffusion etf(X) une non
linéarité qui s’exprime le plus souvent sous la forme cubique
suivante:

f(x) = −βx(x − a)(x − 1). (5)

Dans l’ eq. (5),β ajuste le poids de la non linéarité puisque si
β est nul, l’eq. (4) tends vers l’eq. (2). Le processus devient
linéaire.
Par ailleurs,a est appelé seuil de la non linéarité et est ajusté à
a = 1/2 pour assurer la symétrie de la non linéarité [10]. Pour
effectuer du traitement d’image, une discrétisation avecun pas
temporeldt permet d’obtenir l’algorithme itératif de traitement

Xt+dt
i,j = Xt

i,j+
dt

|Nr|
D

∑

(k,l)ǫNr

(Xt
k,l−Xt

i,j)+dtf(Xt
i,j). (6)

Du fait de l’isotropie de ce processus, les résultats obtenus aux
figures 2(a),(b) et(c) montrent que l’image résultante est floue
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FIG. 1: Traitement avec un processus de diffusion linéaire iso-
trope. (a) et (b) images filtŕees pour les temps de traitement
t = 2 et t = 6. (c) Profile de la ligne 50 pour différents temps
de traitement. Param̀etres:dt = 0.01, D = 1.

et que l’on perd l’information sur les contours. Cependant,le
profile de la ligne50 obtenu pour différent temps de traitement
a pu montrer que l’amplitude du profile est plus importante que
celle obtenu avec le processus linéaire précédent [10].

4 Diffusion purement anisotrope

Les outils de traitement précédent étaient basés sur unpro-
cessus de diffusion isotrope. Je rapelle ci après brièvement l’al-
gorithme de Peronna et Malik qui introduit l’anisotropie pour
palier aux problèmes inhérent aux algorithmes précédent [6,
11]. L’équation continue qui régit ce processus anisotrope de
diffusion peut se mettre sous la forme

∂X

∂t
= div

(

D∇X
)

, (7)

où div représente la divergence et∇X le gradient. Si le coef-
ficient de diffusionD est constant, l’eq. (7) se ramène à l’eq.
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FIG. 2: Traitement avec un processus non linéaire de diffusion.
(a) et (b) Images filtŕees pour les temps de traitementt = 2
et t = 6. (c) Profile de la ligne 50 pour différent temps de
traitement. Param̀etres:dt = 0.01, β = 1, D = 1.

(2) qui décrit un processus linéaire de diffusion. Perrona et Ma-
lik ont proposé de remplacer le coefficient de diffusionD par
une fonction dépendant de l’amplitude du gradient comme la
fonction de Lorentz suivante

g(‖∇X‖) =
D

1 + (‖∇X‖
σ

)2
, (8)

oùσ est un paramètre qui est ajusté pour préserver les contours
de l’image. Conformément à [11], ce paramètre vautσ =
0.03783 pour l’image normalisée dans l’intervalle[0; 1] que
nous souhaitons traiter. En remarquant queXt

k,l − Xt
i,j per-

met d’approximer le gradient local pour(k, l) ∈ Nr, Perona et
Malik ont pu proposer une approximation discrète de l’eq. (7).
L’algorithme de traitement peut ainsi s’exprimer sous la forme

Xt+dt
i,j = Xt

i,j +
dt

|Nr|

∑

(k,l)ǫNr

g(‖Xt
k,l − Xt

i,j‖)

× (Xt
k,l − Xt

i,j). (9)
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FIG. 3: Traitement avec un processus de diffusion anisotrope.
(a) et (b) Images filtŕees pour les temps de traitementt = 2
et t = 6. (c) Profile de la ligne 50 pour différent temps de
traitement. Param̀etres:dt = 0.01, σ = 0.03783

D’après l’eq. (8), quand le gradient local est très faibledevant
σ, le coefficient de diffusion tends versD. Au contraire quand
‖∇X‖/σ >> 1, le coefficient de diffusion tends vers 0 et la
diffusion est stoppée. Par conséquent, l’effet principale de ce
filtre anisotrope est d’adapter la diffusion. Pour les régions ho-
mogènes de l’image, c’est à dire de faible gradient, le coef-
ficient de diffusion sera augmenté tandis que les zones de fort
gradient, correspondant aux contours de l’image, seront traitées
avec un coefficient de diffusion plus faible. Les résultatsobte-
nus avec ce filtre anisotrope sont présentés aux figures 3.(a),
(b) et (c). Du fait de l’anisotropie, on observe effectivement
l’élimination du bruit de l’image et le maintien des contours
pour les temps de traitement présentés.
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FIG. 4: Traitement avec un processus anisotrope et non
linéaire de diffusion.(a) et (b) Images filtŕees pour les temps
de traitementt = 2 et t = 6. (c) Profile de la ligne 50 pour
différent temps de traitement.dt = 0.01, σ = 0.03783, β = 1,
D = 1.

5 Processus de diffusion anisotrope et
non linéaire

Dans ce dernier paragraphe, j’introduis l’anisotropie dans
le processus de diffusion non linéaire pour obtenir un filtre
qui combine les avantages de ces 2 processus de diffusion. Je
considère donc l’équation continue suivante

∂X

∂t
= div

(

g(‖∇X‖)∇X
)

+ f(X), (10)

où la fonction non linéairef obéit à l’eq. (5) et où l’anisotropie
est introduite via la fonction de Lorentz (8).

L’équation discrète qui permet de réaliser du traitement d’ima-
ges peut alors être déduite de l’eq. (10) sous la forme:

Xt+dt
i,j = Xt

i,j + dt

[

1

|Nr|

∑

(k,l)ǫNr

g(‖Xt
k,l − Xt

i,j‖)

× (Xt
k,l − Xt

i,j) + f(Xt
i,j)

]

. (11)

Quand le paramètreβ de la non linéaritéf est nul, le processus
est équivalent à un processus purement anisotrope, tandis que
quand le paramètreσ de la fonctiong est très grand, le proces-
sus devient purement non linéaire mais complètement isotrope.
Les figures 4.(a), (b) et(c) permettent de comparer notre algo-
rithme avec les précédents. D’après les profiles présentés à la
fig. 4.(c), on s’aperçoit que le contraste de l’image est amélioré,
certains détails des pièces de l’image étant réhaussés à certains
instants. De plus, le bruit est parfaitement bien filtré.

6 conclusion

Dans cette communication, un nouvel algorithme a été présen-
té afin de réaliser le filtrage du bruit et le réhaussement d’une
image, tout en conservant les contours de l’image. Comme ce
fut le cas pour l’algorithme de Peronna et Malik, l’étude théori-
que des propriétés et de la stabilité de ce nouveau modèle reste
à conduire et fera l’objet d’une étude futur.
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