
Approhe bayésienne variationnelle :appliation à la déonvolution onjointe d'une sourepontuelle dans une soure étendue.Thomas Rodet, Yuling ZhengLaboratoire des Signaux et Systèmes(nrs-Supéle-ups)Supéle, Plateau de Moulon, 91192 Gif-sur-Yvette Cedex, FraneThomas.Rodet�lss.supele.fr, Yuling.Zheng�lss.supele.fr,yu-ling.zheng�u-psud.frRésumé � Nous présentons dans ette ommuniation une nouvelle méthode de déonvolution-séparation de deux soures :l'une est impulsionnelle (omposée de pis), l'autre est étendue (relativement basses fréquenes). A�n de séparer les soures onintroduit des a priori di�érents sur les deux soures pour les disriminer : un a priori gaussien orrélé sur la soure étendue et un apriori Student sur la soure impulsionnelle. En remarquant que la loi de Student peut être obtenue par marginalisation du produitd'une gaussienne par une Gamma. On fait apparaître de ette manière des a priori onjugués, qui nous permettent d'utiliser uneapprohe bayésienne variationnelle. Les résultats préliminaires sont présentés dans e résumé, la qualité de la séparation desomposantes astrophysique est très enourageante pour la suite de es travaux.Abstrat �1 IntrodutionDans et artile nous nous intéressons à un problèmede déonvolution assoié à un problème de séparation deomposantes astrophysiques. L'objetif est de reonstruiredeux artes : l'une omposée uniquement d'étoiles (pis)et l'autre représentant le �fond� du iel à partir de don-nées issues d'un télesope (une image �oue et bruitée).Ce problème de séparation de omposantes astrophysiquesest très répandu dans la ommunauté des astrophysiiens.Par exemple, les herheurs qui travaillent sur le fond dif-fus osmologique et eux qui s'intéressent à la struturedes nuages de poussières interstellaires, essaient de retirerles étoiles présentes dans les observations.La méthode la plus utilisée par les astrophysiiens pourenlever les étoiles de leurs artes s'appelle �CLEAN�. C'estune méthode itérative qui enlève les étoiles les unes aprèsles autres jusqu'à e qu'il n'y en ait plus. Cette tehniquepossède deux limitations :� elle ne permet pas de déonvoluer les étoiles qui nesont pas résolues dans les données (si deux étoiles sonttrop prohes, elles génèrent une seule tâhe dans lesdonnées) ;� elle ne permet pas de déonvoluer le fond de la arte.Giovannelli et al, dans leur artile [1℄, résolvent e pro-blème en adoptant un formalisme bayésien et en reons-truisant de manière expliite deux artes, l'une ontenantles soures pontuelles et l'autre ontenant les soures

étendues (plut�t �basses fréquenes�). En introduisant lesa priori di�érents sur les deux artes ils arrivent à séparerles deux omposantes astronomiques. Un a priori gaussienorrélé pour la arte ontenant les soures étendues et una priori de Laplae séparable pour la arte ontenant lessoures pontuelles. En�n, ils tiennent ompte d'une in-formation de support et une ontrainte de positivité surles di�érentes soures a�n de ontraindre le problème.Dans e résumé, nous reprenons la formalisation du pro-blème de Giovannelli et al., mais nous introduisons una priori de Student sur l'image des soures pontuelles.Cette loi possède un paramètre de forme qui permet d'ob-tenir une loi à plus lourde queue que la loi de Laplae.En utilisant ette loi on favorise les artes les plus lairse-mées. La loi a posteriori obtenue en utilisant un a prioride Student est très di�ile à maximiser ou à éhantillon-ner. En s'inspirant des travaux de G. Chantas et al. [2℄on hoisit de résoudre un problème étendu où l'on estimeonjointement la arte des pis et une image d'inverse va-riane a priori de ette dernière. Nous résolvons e pro-blème inverse étendu à l'aide d'une approhe bayésiennevariationnelle [3℄.



2 Méthode2.1 Modèle diret :On onsidère que notre image d'intérêt x ontient deuxomposantes, une image �doue� s et une image de pis
p. On onsidère que la réponse du télesope orrespondà la onvolution du iel par une réponse impulsionnellesupposée onnue. De plus les données sont entahées d'unbruit b. La relation qui lie les données notées y au iel
x = s + p est la suivante :

y = H(s + p) + b (1)où H est la matrie Toeplitz de onvolution.On onsidère ii que le bruit b est gaussien iid d'inversevariane βb. On en déduit la vraisemblane suivante :
Pr(y|p, s, βb) ∝ exp[−1

2
βb‖y − Hs − Hp‖2]2.2 Lois a priori :La modélisation a priori de s est un gaussien orréléd'inverse variane βs :

Pr(s|βs) ∝ exp[−1

2
βs‖Ds‖2]où D est la matrie des di�érenes �nies.La modélisation a priori de p est une loi de Student iid.
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)L'idée est d'utiliser des loi normale et Gamma à la plae dela loi de Student. Nous allons don résoudre un problèmeétendu où on estime onjointement (s, p, a) ave a qui estproportionelle à l'inverse variane a priori de p. Commesouvent, nous prenons le parti de résoudre un problèmeétendu, possédant plus d'inonnu, où nous devons estimerdes variables ahées a supplémentaires. Nous estimonsmaintenant trois fois plus d'inonnues que de données. Laontre partie s'est que l'on a un a posteriori plus simplegaussien pour s, p et Gamma pour a. En e�et les lois idessus pour le problème étendu sont onjuguées, 'est àdire que l'a posteriori est de la même famille que la vrai-semblane. En utilisant es lois a posteriori simples, onpeut utiliser l'approhe bayésienne variationnelle présen-tée dans la partie 2.4

Remarque : En utilisant e problème étendu on dé�nitla loi de Student omme un mélange d'une in�nité de loigaussienne entrée. Il est fort probable qu'on puisse pardes approhes omparables dé�nir une grande variété delois en jouant sur la paramétrisation de la loi Gamma.2.3 Loi a posteriori :On dé�nit une loi a posteriori étendue pour (s, p, a)
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](2)2.4 Approhe bayésienne variationnelle :Nous évoquerons ii uniquement le prinipe de l'ap-prohe bayésienne variationnelle. Les personnes intéres-sées pourront voir par exemple la thèse de Choudrey [4℄.L'idée est d'approher la loi a posteriori par une loi plussimple q (ave laquelle on peut faire des aluls expliites)en minimisant la distane de Kullbak-Leibler entre eslois. Nous avons vu préédemment que nous avons rééritnotre problème inverse et que nous avons hoisi des loisa priori pour avoir une loi a posteriori plus simple pos-sible, mais ça ne su�t pas pour mener des aluls ex-pliitement, il faut que les lois soient séparables par rap-port à (s, p, a). On prend une loi approhante q(s, p, a) =
qs(s)qp(p)qa(a). Dans e as on sait que la loi appro-hante qui minimise la distane de Kullbak-Leibler entre
Pr(s, p, a|y, Θ) et q(s, p, a) est de la même famille que l'aposteriori . Cette minimisation fontionnelle se fait uni-quement au travers de la modi�ation des paramètres deslois approhantes, e qui simpli�e énormément la mise en÷uvre. Cette approhe mène à un algorithme itératif : onhoisi une première loi approhante puis on modi�e lesparamètres de lois à l'aide d'équations de mise à joursa�n qu'à haque itération la distane de Kullbak-Leiblerdiminue. Vis à vis de la fontion q la distane de Kullbak-Leibler est onvexe, don il n'y a qu'un minimum global.Par ontre, omme on modi�e la fontion q uniquementdans ertaine famille de fontion au travers de paramètresle problème n'est plus onvexe. Il faut don hoisir or-retement l'initialisation pour s'a�ranhir de la préseneéventuelle de minima loaux.Remarque : Les avantages de ette approhe bayésiennevariationnelle sont multiples :� La solution alulée est une loi de probabilité, e quipermet d'en déduire immédiatement tous les estima-teurs habituels (maximum a posteriori , moyenne aposteriori , médiane a posteriori). On peut aussi ob-tenir des varianes a posteriori très utile, pour l'ex-ploitation des résultats.



� On peut aussi obtenir numériquement, la vraisem-blane du modèle. C'est à dire la probabilité des don-nées sahant toutes les hypothèses ayant onduit à larésolution du problème inverse. À l'aide de ette vrai-semblane on peut hoisir entre di�érents modèles apriori ou di�érents modèles physiques, par exempleon peut déterminer le nombre de soures dans le asd'un problème de séparation de soures.� Cette approhe permet aussi de faire très failementun bon ompromis entre approximation et oût dealul. En e�et, on peut hoisir la granularité de laséparabilité des lois approhantes. Plus la loi est sé-parable plus le nombre de paramètres à estimer estfaible, don plus l'approhe itérative est e�ae.2.5 Lois approhantes :Comme nous avons hoisi des a priori onjugués, les loisapprohantes q sont de la même famille que la loi a poste-riori . Pour que les aluls ave les lois approhantes soientplus simples qu'ave la loi a posteriori on prend des lois in-dépendantes q(s, p, a) =
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(ak) = Gamma(αk, γk).2.6 Mise à jour des paramètres des loisapprohantes :Après une série de aluls que l'on ne détaillera pasdans e résumé on obtient les équations de mise à joursuivantes :
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(d)Fig. 1 � Données simulées : (a) image vraie omposée depis (les images de pis ont été a�hées en ouleur inver-sée et les pis ont été arti�iellement grossis d'un fateurneuf d'être visibles) ; (b) image vraie de soures étendues(arte obtenue à l'aide du télesope Spitzer) () la réponseimpulsionnelle du télesope Spitzer (d) données obtenuesen ajoutant (a) et (b) en onvoluant par la réponse () puisen ajoutant un bruit gaussien d'éart type σb = 0.017.3 RésultatsL'objetif pratique de ette méthode de traitement estde séparer deux omposantes astrophysiques : Les étoileset l'émission du milieu interstellaire. En e�et, lorsqu'onveut mesurer l'émission des poussières dans le milieu in-terstellaire, les étoiles qui sont des soures 500 à 1000 foisplus intenses réduisent la qualité de l'analyse du signal.Pour valider notre approhe nous avons essayé de nousrapproher de e problème de traitement des données as-trophysiques. Nous avons don simulé des données ommesi elle avait été aquises par la satellite Spitzer (satellite



d'observation de l'émission infrarouge lointaine).3.1 Simulation réalistePour e faire, nous avons onstruit une image du iel quiest l'addition d'une arte d'un nuage de poussière (voir�gure 1 (a)) plus une arte omposée de pis de forteamplitude (voir �gure 1(b)). Nous avons ensuite onvo-lué l'image du iel par la réponse impulsionnelle mesuréede Spitzer (voir �gure 1 ()). Notons que ette réponseimpulsionnelle est de grande dimension 64×64, e qui rendla résolution dans le domaine de Fourier déliate. Puis onajoute un bruit gaussien iid d'éart type σb = 0.017, or-respondant à elui observé sur l'instrument.3.2 Comparaison ave l'existantA�n de démontrer l'apport de a priori de Student parrapport à un a priori de Laplae, nous avons implémentéune méthode omparable à elle de Giovannelli et al..On minimise le même ritère, mais sans ontrainte de sup-port et de positivité et sans faire d'approximation iru-lante. Tous les résultats sont résumés sur la �gure 21.Nous avons initialisé les deux approhes par la solutiondu �ltre inverse. La valeur des hyperparamètres a été �xéeà : λ = 0.02, ν = 0.1, βb = 1 et βs = 10−5. En�n nousavons obtenu une loi approhante de la loi a posteriori(2) en 3000 itérations et nous visualisons sur la �gure 2uniquement la moyenne de s et la moyenne de p.Si on analyse les résultats des �gures 2(e) et 2(f) onremarque que l'a priori de Student à garder un pi et àforer les autres valeur à être très prohe de 0, e n'est pasle as ave a priori de Laplae le pi n'est pas résumé àune valeur et il reste un résidu dans la arte doue �gure2(b), ar les forte valeur sont quand même pénalisées.4 ConlusionsLes premiers résultats présentés ii sont très enoura-geants, on a une exellente séparation des deux ompo-santes astrophysiques. Mais il reste un travail de valida-tion sur données réelles.Référenes[1℄ J.-F. Giovannelli et A. Coulais, � Positive deonvolution for su-perimposed extended soure and point soures �, Astron. Astro-phys., vol. 439, pp. 401�412, 2005.[2℄ G. Chantas, N. Galatsanos, A. Likas et M. Saunders,�Variational bayesian image restoration based on a produt of
t-distributions image prior �, IEEE Trans. Image Proessing,vol. 17, n�10, pp. 1795�1805, otobre 2008.[3℄ R. Choudrey et S. Roberts, �Variational Mixture of Baye-sian Independent Component Analysers �, Neural Computation,vol. 15, n�1, 2003.1Les pis des artes Fig 2(a) et 2() ont été arti�iellement grossisd'un fateur ç pour qu'ils soient visibles

 

 

0

100

200

300

400

(a)
 

 

0

1

2

3

(b)
 

 

0

100

200

300

400

500

()
 

 

0

1

2

3

(d)
 

 

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

 

 

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

(e) (f)Fig. 2 � Résultats : (a) Estimation des pis ave a prioriLaplae (paramètre de régularisation 10−5) ;(b) Estima-tion du fond ave a priori gaussien orrélé(paramètre derégularisation 6 × 10−5) ; () arte des pis obtenue avenotre approhe1 ; (d) arte de la omposante étendue obte-nue ave notre approhe ; Zoom sur la arte des pis avela dynamique du fond (e) a priori Laplae, (f) a prioriStudent[4℄ R. A. Choudrey, Variational Methods for Bayesian IndependentComponent Analysis, Thèse de Dotorat, University of Oxford,2002.


