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Résumé - Les matrices de covariance sont des objets fondamentaux en traitement du signal et souvent a la base des
algorithmes en Science de I’information. Nous replagons 1’étude de ces matrices de covariance dans un cadre
purement géométrique li€ aux espaces métriques a courbure négative en soulignant les liens avec les espaces
symétriques riemanniens et le demi-plan de Siegel. Sur la base du flot de gradient de Karcher permettant de fagon
itérative le calcul du barycentre de N matrices de covariance, nous définissons la notion d’équation de diffusion sur
un graphe de matrices de covariance. Nous introduisons enfin le calcul des médianes via un mode¢le autorégressif
complexe pour conserver la structure Toeplitz et dans le cas de lois multivariées gaussiennes de moyenne non nulle.

Abstract — Covariance matrices are fundamental tools in signal processing and used in most algorithms in
Information Science. We replace the study of these covariance matrices in a purely geometrical framework given by
metric spaces of negative curvature and we underline links with symmetric Riemannian spaces and Siegel half-plane
geometry. On the basis of Karcher gradient flow for computation of N matrices barycenter, we define the notion of
Fourier heat flow equation on a graph of covariance matrices. We introduce finally median computation by complex
autoregressive model to preserve Toeplitz structure and in case of multivariate Gaussian laws of non-zero mean.

1 Géométrie des matrices de covariances constitué des matrice s e GL, F (F étant égale a R ou C)

1.1 Demi-plan de Siegel & espace de matrices de dimension 2n, qui satisfont aux relations :

oqs rpe e oo 0o I
hermitiennes définies positives Sp(n,F) = {M e GL(2n,F)/M"JM = J},J = [ s 0] e SL(2n,R)

Classiquement en traitement du signal, on manipule

. . , L. A B A"Cet B'D symétrique
des matrices de covariance R - f|s,s7| d’une série M= . Sp(n,F) <" .
} e A'D-C'D=1,
temporelle ou spatiale de données s =[5, s s, |- s .
T " On considére alors le groupe quotient

La matrice de covariance ainsi définie est Toeplitz

. g . PSp(n,R)=Sp(n,R)/{+1,,} qui agit comme un sous-groupe
Hermitienne définie positive: vwec",w'Rw>0 ¢t

d’isométrie sursy via la transformation de Mobius

Pour manipuler habituellement de telles o 1B )
généralisée: ,, :(C DJ:M(Z):(AZ+B)(CZ+D)I'Slegel

Rn+ = Rn :
matrices et définir des distances, on utilise la norme
classique de Frobenius donnée par 1’expression
|4-B|, =(A-B,A-B)=Tr((A-B4-5) ). Cette hypothese

suppose un espace vectoriel normé de courbure nulle

a montré que l’'unique métrique invariante par cette
isométrie était : d52 g = Tr(y*l(dz)yfl(dz)) avec Z=X+iY.

L’espace des matrices de covariance correspond au

pour lequel la moyenne entre 2 matrices et la
géodésique sont alors données par:
4op-AtB y(6)=A+1(B-4)- En fait, Pespace des

matrices hermitiennes définies positives définit un cone
symétrique et doit se traiter dans le cadre des espaces
métriques a courbure négative. Nous proposons ici de
formaliser le probléme avec la modélisation proposée
par Carl Ludwig Siegel [1]. Le demi-plan de Siegel
correspond a I’espace des matrices complexes dont la
partie imaginaire est définie positive
SH,={Z=X +iY e Sym(n,C)/Im(z)=y >0} (il s’agit d’une
extension dans le cas matriciel du demi-plan de
Poincar¢). Dans cet espace, I’action du groupe dit
Symplectique sp, R agit transitivement (il s’agit d’une
généralisation du groupe s7,R=Sp,R des matrices

inversibles de déterminant 1, qui intervient dans
I’espace de Poincaré). Le groupe symplectique est

cas x=0 et Y=R, soit z=;r. Dans ce cas, en
développant I’expression de la métrique de Siegel, on
retrouve la métrique classique introduite en géométrie
de I’Information par Rao [6] : 45> :Tr((R*I (dR))Z). Si on
intégre cette métrique pour calculer la distance entre 2
matrices R; et R,, on obtient I’expression suivante, qui
peut se calculer a partir des valeurs propres étendues
{2, }Z:1 (det(Rz —R)= 0) entre les deux matrices R; et R, :

d* (R, R,)=log(R "> Ry = Y log?(4,)
k=1

Dans le cas général, ou x =0, Siegel a donné
I’expression de la distance qui est la suivante :
U 1+
d3oa(Z,,2,)=| D log? e avec Z,,Z, € SH,
=R EN
ou les (det(R —rl)= 0) sont les valeurs propres de :
Y5 5\ -1
R(ZI’ZZ):(ZI _ZZ)(ZI _Zz) (Zl _ZZXZI _Zz) :
Il suffit de remarquer que la différenticlle 2™ de
Z—>R(z,z)en z, =z est donnée par I’expression :




DR =2d2(z-Z)'dZ(Z - z)" = (1/2)dzY"'dZY""
S0it ds* = 7v(v 'dzy 'dZ) = 2.1#(D*R).
Demi-Plan de Siegel
SH, ={Z = X +iY € Sym(n,C)/Im(2)=Y > 0}
det(R72RR = 10)=0

s ilog

Z, =iR, si W,=N(O,R,)

ds’ = Trace[(R"dR)z]

das* =1r(y " (dz)v(dZ))

Z, =X, +i,

R(2,,2,)=(2,-2.)2,-Z.) (7 -Z)Z - 2.)'

det(R(2,,2,)-r.1)=0

Figure 1 : Métrique du demi-plan de Siegel et cas de Rao
1.2 Source des espaces riemanniens symétriques

Muni de cette métrique, on peut calculer la moyenne
Minf flog(a- 2472 ) +ogls 252 1) entre 2 matrices

de covariance, qui correspond non plus a une moyenne
arithmétique comme classiquement, mais a une
moyenne géométrique. La moyenne géométrique
classique /4.8 n’ayant aucune raison d’étre hermitienne
définie positive, il faut introduire une version
« symétrisée » de la moyenne géométrique an partant de
I’équation de Ricatti x4'x = B (dans le cas scalaire, on
retrouve xq'x =b = x = +Jab ). Par une série d’opérations
qui conservent le caractére hermitien et défini positif:
XA—IX — B = A—I/Z(M—I/ZA—I/ZX)A—I/Z — A—I/ZBA—I,’Z

= (Afl,’ZXA—I,’2)(A71,’2XA—1,’2) — A—I/ZBA—I/Z

N R (Afl,szAfuz)'/Z

On obtient I’expression finale de la moyenne
géométrique X = AI/Z(A—I’ZBA—I/Z)HZAI/Z — 4oB.

Les 2 matrices étant définies positives, les racines
carrées des matrices qui interviennent dans 1’expression
existent et sont uniques. On peut également calculer la
géodésique y(r) (plus court chemin) entre 2 matrices de
covariance dans cette espace métrique a courbure
négative. L’expression est donnée par :
(1) = A]/Z( 1/2BA71/2)IA1/2 :Al/zez.log(/f' 247! 2)A]/z te[01], en
partant de dist(4, (1)) = t.dist(4,B) €t on retrouve bien
7(0)=4, y()=B et y(1/2)=A-B. 1l s’agit en fait d’un
espace Riemannien symétrique (& courbure négative).
Pour les espaces symétriques, pour chaque paire (4,B),

il existe une isométrie bijective G qui vérifie

Gund=B et GpB=4- Cette isométrie a un unique

point fixe Z qui est donné par le milieu de (4,B), c’est a
dire la moyenne géométrique précédemment définie

d(G X, X)=2d(X,Z) © G pX =(4oB)X"(4oB) aVec
AoB:A”Z(A*”ZBA*”Z)”ZA”Z. différent de

I’approche classique en traitement du signal qui suppose
un espace normé euclidien : GnX =(49B)-X+(40B)

A+B
2

Ceci est

aveC fo4p - et HA—BHF

Espace Normé : isométrie
(approche traitement
du signal Classique) B=G

o (4B)

Espace métrique : isométrie

A

X B=Gipd

(“4+8) |52 A B ) A

__AeB=
2 S~

A=G,pB  GupX= (AoB)—X+(A-B)
GiunX =(42B)X"(4B)

Courbure nulle A=GupB Courbure négative
Espace Normé : Géodésique

7()=B

Espace métrique : Géodésique

7h=B

_ y)=A+(B-4)

[ ] 0= A;/;(/;"/ZBA"/Z)‘A'/Z
70)=4 tefol

70)=4 tefo]

Figure 2 : espaces symétrique euclidien et riemannien
2 Barycentre de Karcher de N matrices

Le barycentre 4, introduit par Herman Karcher [3],

pour le cas défini entre N matrices de covariances

{B.B,,-,B,} correspond a la matrice minimisant :
N

A=argmin /(4)=aremin 24
A
avec dZ(A,Bk)zHlog(A’”z.Bk.A’”z}‘ :sziexpgl(Bk)
k=1

Pour en déduire le flot de gradient, on peut utiliser la
notion de champ de Jacobi Normal et un résultat montré
par Emery [2] dans le cas d’un espace métrique a
courbure négative. Ce résultat nous dit que la somme
des tangentes aux géodésiques en 4 qui partent de 4 et
arrivent aux {g ,...-, B} est nulle.

Si nous calculons ce champ de Jacobi normal au point
4 (2 4=0) pour les N points By :

7 (6) = AI/Z( 1/2BkA—1/z)fA A2 = 120 log(4™/2B,47! Z}Al/z

o= 42 lOg(Ail/szAfl/z )Al,’z

dt,
La condition sur le barycentre 4 est alors donnée par :

d;’;(t) —0= G =4 S loa(4™2B. 472 )| 472 =0
Z 1=0 4 g k
k=l

k=1

. N
Ce que I’on peut encore écrire : Y log(42B,47"*)=0.
k=1

I  suffit alors d’utiliser D’opérateur de carte
exponentielle (projection du vecteur du plan tangent sur
la variété) pour définir le flot de gradient suivant :

Ay =T, 4 (@) =cxp, (6G,) = 42 ") g2

. a[%log(A,’”szA’] )j
soit 4, =A4"%e "

1/2
Al

Figure 3 : Flot de gradient et Champ de Jacobi Normal
permettant de calculer le barycentre de Karcher

Ce flot a cependant un inconvénient, il ne conserve
pas la structure Toeplitz de la matrice de covariance et
ne laisse en fait invariant que la structure suivante d’une
matrice M : JMJ = M avec J une matrice antidiagonale.
On peut montrer que g = {M € HPD ,(C)/JMJ = M } est

une sous-variété fermée de ppp (c). Harris [10] a



proposé¢ une moyenne log-euclidienne A:exp(iﬁ B ),

reprise dans [5] mais la moyenne obtenue n'est pas
invariante par n'importe quelle transformation
S > WsWw* , WeGL/(C)- En fait c'est vrai seulement si

west une matrice de similitude. Or, cette invariance
générale est fondamentale (transformations qui résultent
d'un changement de base sur le vecteur de données).

3 Equation de diffusion & graphe de matrices

Dans un espace vectoriel normé dans le cas

unidimensionnel, 1’équation de diffusion s’écrit :
0 o 0 1 - - 2 .

ou _ 7124 ou_ LU, mu, u, ) (@, —u,) avec
ot Ox ot Vx Vx Vx Vx

i =%t Ja moyenne arithmétique. L’équation de
" 2

Fourier  discrétisée  peut  également  s’écrire :
2Vt . .\ i
un,z+1 = un,t + sz [un,t _un,t]: (l _p)'un,t + p'un,t : Par analOgle sur

la base du flot de Karcher, il est possible d’écrire une
équation de diffusion sur un graphe 1D de matrice, via
la moyenne géométrique j  des voisins (4, .4, )"

2 25

Vool 471/24,,47172)
5 i

A Al 2 ,Vx

V2 _ 4172 -1/2 1/2 1/2
1+ An,l _An,l (A A A ) A"v’

nt

(A 124 4 1/2)1/2A1/2

Lt Tn=1t Tntl e n+lt

Al/2

n+lt

2Vt
avec p= i

A partir des géodésiques },Aw (1) et 7,4’;/ (1) entre A4,

A, €A, og(a2 4,4 1og(A 2] 47
Ay 4,
d7A,,‘, @) 2Vt d7A,,‘, A
= = —_—
i v dA
2=0 2=0

Regardons maintenant le cas anisotrope classique :

ou _ det(g)g” Danslecas 1 D,ona:
o 1/det(g Z@x[ Ox ]

ds® =dx +du® = (1 +(Vuf )dx2 avel v 4 =

J

u et le flot :
ox

Ou -1/2 0 -1/2 Ou : di Stigé -
M (14 (V u)? 1+ (V u) qui est discrétisé :
ot ( (V) ) 6x(( +( Xu) ) 6x)

Vt'an,t o | Upgry — Uy Uy — Uy
Uy = umt + amt - amt
Vx Vx Vx

- 5B B
nt+l T un.l + y[un,t - un,t] avec un,r - ﬂ'uml,t + (1 - ﬂ)’unfl,t

Par analogie, nous proposons un flot anisotrope sur
un graphe 1D de matrices comme suit :

_an ;/log(A,,},zzji,,,,A,,vl,/z) 1/2 1/2( 12 1/2) 1/2
A, =4, e A, =4,7\4, A A A,

nit* nt

u

~ 1/2 /flog(A A4 ,) 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
avec A - An+1 t A ‘ An+l t An+1 t (An+l zAn 1 tAn+1 t ) An+1 t
2 -1/2
_ antt _ Vt‘a (anl + a ) =1 d (AnH,[’ArlflJ)
ﬂ_(+ — 77/_ 2 5an,z_ +72
a,, + am) Vx Vx
12 -1/2
d*(4,,,.4 d*(4,,,4
0!,,,— l+ ( n+l,[27 n,z) et 0!,,,— l+ ( nt’znl,l)
Vx Vx

Comme dans le cas euclidien (gx+(1-p)y), on
remplace la moyenne pondérée par un barycentre
pondéré géodésique : 4. B:AW( “2pg2Y 412.0n
généralise en 2D avec le barycentre de Karcher :

A(:,/),z = Ba’yce”’tre(A(H,/),zvA(z+1,/),z A o A(:,m),z) On

également approximer le noyau de la chaleur :

peut

e 4d (Ao An)

(x+dx An+lt)) xe x =e

P
*7*;21"% (4/(./)

pf ((X, An.f

4 Meédiane de matrices de covariance

Nous avons vu que le flot de Karcher précédent ne
conservait pas la structure Toeplitz. Aussi, nous allons
utiliser une paramétrisation autorégressive complexe,
pour calculer une médiane qui conserve cette structure.
Par le biais de la géométrie affine duale introduite en
géométrie de 1’information, on définit [6] une géométrie
kéhlérienne en prenant comme fonction potentielle
&R ) Ientropie du processus,  _ O’P
" oH0H,

avee

n-1
®(R,) = —log(detR,) —nlog(r.e)=> (n— k).ln[l —|m \2]+ nin[z.e.P,]
k=1

ou {y ! sont les coefficients de réflexions et p la
puissance du signal. En considérant le systéme de

coordonnées suivant g» =[p p - pu ], la métrique
Kéhlérienne est alors : ds’ = n ( OJ +Z(n—l) 4 1)
0 /Lll

A la différence de la moyenne de Karcher, la médiane

N \

s’obtient comme 0,00 =aremin >.d(0.6,) ©U d est la

0 k=1

distance riemannienne découlant de la métrique
précédente. On suppose que les points de données ne
sont pas inclus dans une unique géodésique : dés lors,
I’objectif est strictement convexe, et le probléme de
minimisation admet donc une unique solution sur une

boule géodésique. Le gradient s’¢crit : vy — ZGXP (9) .
d(6,6,)
Appliquer un algorithme de descente de gradlent pose
dans ce cas des questions théoriques de convergence,
dues a la non différentiabilité de 1’objectif aux points de
données ; il est possible de lever ces réserves par
régularisation. Pour la simplicit¢é de I’exposé, on
suppose que la médiane n’est pas un point de donnée,
mais I’approche reste valable aussi dans ce cas. Pour

. L N
e>0, onintroduit: ) 3490, In(d(6.6,) + )
k=1

on a y, (6):2\/: exp '9() . On peut alors utiliser un
‘ ~d0,0,)+¢
argument technique de Huiling Le [9] pour s’assurer
que, pour chaque g0, la suite ¢« définie par
gradient [9]
h, converge, et que limV#. (6 = 0- Prenant maintenant
k—>w

on applique un procédé d’extraction

I’algorithme de descente de sur

1 .

&= E,k eN >
diagonal : pour chaque £, il existe ,, tel que
HVh”k(g(l/k))H . Comme la suite (') est bornée, on

peut en extralre une suite convergente, de limite ¢ tel

V/(0)= Zexp(geéﬁ))

D’aprés I'unicité d’un tel ¢, on conclut que 0

que, par passage a la limite,

converge vers ¢. En pratique, cependant, il suffit de
prendre un pas suffisamment faible dans la descente de



gradient non régularisée pour obtenir la précision
souhaitée. Par ailleurs, la métrique concernée
découplant chaque coordonnée, on travaille séparément
sur chacune d’entre elles. Les termes de puissance sont
médianés par la formule close p | = exp(med(log(P))) OU
med désigne la médiane usuelle sur les nombres réels.
Afin de simplifier 1’algorithme de calcul pour les
coefficients de réflexion, on utilise 1’isométrie inverse
de Cayley 1.p_, g/ s irfiﬂ. Les géodésiques sont
—H
alors des cercles centrés sur 1’axe réel, ce qui permet
d’exprimer simplement la carte exponentielle. On peut
ainsi appliquer un schéma de descente de
gradient similaire a celui du paragraphe 2. On raméne le
résultat dans le disque de Poincaré en fin de calcul par
C (convergence en quelques dizaines d’itérations).

5 Approximation médiane de modeles
multivariés Gaussien de moyenne non nulle

Dans le cas multivarié gaussien de moyenne non-
nulle, Calvo et Oller [8] ont donné une forme explicite
de la géodésique ; toutefois, celle-ci est peu maniable, et
le calcul de la distance géodésique reste implicite. 11 est
par conséquent difficile d’appliquer ce résultat a la
construction de médianes. Calvo & Oller [7] ont

introduit le  plongement isométrique  suivant:
T
R'xR" % PD,(R)~> PD,\(R), (§,45)"> [z ;ﬂ £ /Z’ ]
o

La métrique de I’information sur pp  (r) s’écrit alors
2
ds? :(“f] + Bdu"S du +%T’,((Efl dz)z), et on obtient bien la

métrique de D’information sur les lois gaussiennes
multivariées sur la sous-variété V' d’ équationp = 1.
Cependant, cette sous-variété n’est pas géodésique :
lorsque les moyennes [ différent, la géodésique

rejoignant les deux lois gaussiennes dans pp (R) n’est

pas incluse dans V. On peut toutefois tirer parti de cette
configuration pour calculer une approximation de la
médiane entre modeles multivariés gaussiens. En effet,
les géodésiques normales a V sont obtenues en faisant
varier g paramétré par g=¢'>a yet ¥ constants. Ainsi,

on peut calculer la médiane de plusieurs lois dans
PD _(R), puis projeter orthogonalement le résultat

n+l1

obtenu sur V. Il reste a préciser la qualité de cette
estimation en pratique.

6 Meédiane dans le demi-espace de Siegel

On peut aussi considérer le probléme de construire
la médiane dans I’espace de Siegel (voir [4]). On
identifie en effet le demi-espace de Siegel sy, constitué

des matrices Z=X+iY, (X et Y symétriques d’ordre n, ¥
étant de plus définie positive), avec [’espace
PSp, =PD, ~Sp,, muni de la métrique de I’information

sur les matrices de pp, . On utilise la décomposition
d’Iwasawa partielle:

g[! X"YY 0}Y1I 0) valable pour tout SePSp,-
0 I N0 Y' X I

Par ailleurs, on dispose d’une expression des
geodésiques reliant ’identit€¢ & 5 < psp,

T(f) = exp(tU" BU),aVEC § = exp(U" BU), OU U € O(2n)
Cette décomposition polaire étant toujours valable dans
PSp, » AVEC la matrice B H 0 )\oupg= diag(h))e M, -
0 —-H
. , " 1/2
La longueur géodésique est donnée par (22 h"zj .
i=1

Deés lors, les points z etz étant fixés dans sy, on
utilise d’abord D’action transitive de Sp,SUr SH, pour
amener z sur i/, lesz se trouvant transformés en z .
On passe alors dans psp par décomposition d’Iwasawa :
il est transformée en jepsp etles z'en s cpsp -

L’application exponentielle inverse est ici le logarithme
matriciel et d’aprés ce qui précéde, on connait
I’expression des géodésiques partant de 7, donc, des
distances géodésiques entre / et les 5 ; on peut donc

calculer le gradient donné au paragraphe 4. On obtient
I’itéré suivant en prenant I’exponentielle du gradient, ce
qui revient encore a se déplacer sur une géodésique
partant de 7, dont on connait I’expression. Reste ensuite

a ramener ce résultat dans I’espace sy de départ. Cela

est possible puisque la transformation d’Iwasawa
partielle et I’action de s, sur sy sont des isométries.

Ce processus peut étre itéré, et, appliqué avec un pas
suffisamment faible, donner une estimation de la
médiane dans le demi-plan de Siegel avec une précision
arbitraire. Il pourrait néanmoins fournir une solution
exacte au probleme des lois multivariées gaussiennes de
moyenne non nulle évoqué précédemment si un
plongement pouvait étre trouvé dans 1’espace de Siegel.
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