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Résumé – Dans ce document, nous présentons une méthode originale d’analyse pour les surfaces de subdivision. Nous proposons un modèle
de caractérisation spectrale des distorsions géométriques induites par un sommet extraordinaire. Un schéma de subdivision est un outil de
modélisation de surface lisse, il généralise l’emploi des surfaces paramétrées box-spline [4]. En effet, le maillage de contrôle d’une surface de
subdivision n’est pas contraint par sa topologie, il peut s’agir d’un maillage quelconque. Ceci induit la présence de sommets à valence irrégulière,
c’est-à-dire des sommets ne possédant pas le même nombre d’arêtes incidentes que les autres. Si une surface box-spline possède un ensemble de
caractéristiques mathématiques bien connues en tout point, il n’en est pas de même pour les surfaces de subdivision à l’endroit de ces sommets
extraordinaires. En particulier, ceux-ci induisent de fortes variations de courbure à leur voisinage ; ces brusques variations constituent les artefacts
du maillage subdivisé. Leur présence limite l’utilisation pratique de cet outil dans l’industrie. Nous proposons une méthode de caractérisation de
l’étendue et de la forme de ces perturbations par une analyse fréquentielle. Cette analyse projette les données de courbure étudiées dans la base
polaire des modes propres de vibration d’une membrane élastique. Nous montrons que cette analyse permet la caractérisation des distorsions
géométriques pour un schéma de subdivision et une géométrie donnés. Nous effectuons ainsi un comparatif de plusieurs schémas de subdivision
sur un ensemble de géométries, cette méthode de comparaison du comportement des schémas étend les méthodes existantes.

Abstract – In this document, we present a novel analysis method for subdivision surfaces. We present a spectral characterization model of the
geometric distorsions induced by an extraordinary vertex. A subdivision scheme is a modelization tool for smooth surfaces, it generalizes the use
of box-spline [4] parametric surfaces. The control mesh of a subdivision surface is not constrained by its topology, it can be of any kind. This
induces the presence of valence irregular vertices, i.e. vertices do not have the same number of incident edges than the others. Although a box-
spline surface has a set of well known mathematical properties, this is not the case for subdivision surfaces in the vicinity of these extraordinary
vertices. In particular, they induce strong curvature variations on the surface ; these variations are called artefacts of the subdivided mesh. The
presence of these artefacts limits the practical uses of this tool in the industry. We propose a characterization method of the extent and the
shape of these perturbations by a frequency analysis. This analysis projects the studied curvature measures on the polar base of the vibration
eigen-modes of an elastic membrane. We show that this analysis allows the characterization of the geometric distorsions for a fixed subdivision
scheme an a fixed geometry. We establish a benchmark of several subdivision schemes and a fixed set of geometries, this comparison method of
the schemes behaviour extends existant ones.

1 Introduction
La modélisation de surface lisse est une problématique très

présente dans des domaines industriels tels que la CAO. Une
surface lisse est en pratique un maillage dense en sommets que
l’utilisateur manipule à travers un maillage de contrôle gros-
sier. Cette surface est le plus souvent paramétrée par une base
de fonctions box-splines, mais cette paramétrisation est pos-
sible uniquement lorsque le maillage de contrôle est équivalent
à un pavage régulier du plan. Chaque sommet possède alors
le même nombre d’arêtes incidentes ; les sommets sont de va-
lence 6 pour un pavage triangulaire régulier, 4 pour un quadran-
gulaire et 3 pour un pavage hexagonal. On parle alors de va-
lence ordinaire. La surface de subdivision généralise la fonc-
tion paramétrée box-spline en permettant l’utilisation d’un mail-
lage de contrôle de topologie quelconque [11]. Les sommets de
ce maillage peuvent donc être de valence extraordinaire.

Un schéma de subdivision décrit une surface de façon ité-
rative : à chaque itération le maillage est subdivisé puis lissé,
la surface discrète devient plus lisse et plus dense en sommets.
Ce maillage subdivisé approche une surface lisse continue, dite
surface limite, pour laquelle certaines propriétés mathématiques
sont assurées [11].

Malheureusement, les surfaces de subdivision ne sont pas
définies de façon optimale à l’endroit des sommets extraordi-
naires. On observe à leur voisinage de fortes variations de cour-
bure [8], ces distorsions géométriques sont nommées artefacts.
Il s’agit du défaut principal reproché à l’utilisation d’un schéma
de subdivision pour la génération d’une surface lisse de grande
qualité. Certains travaux [1] sont consacrés à l’évaluation de
l’importance de ces artefacts. En particulier, une mesure de va-
riation maximale de courbure au voisinage d’un sommet extra-
ordinaire a été introduite.



Afin d’étendre ces méthodes de caractérisation, nous cher-
chons à mesurer la forme de ces variations. Les ondulations
de courbure observées sont intuitivement proches des modes
de vibration d’une membrane circulaire élastique. Nous pro-
posons d’analyser de façon fréquentielle les données de cour-
bure relativement à cette observation. Nous centrons ici notre
analyse sur les surfaces générées par le schéma de Loop [9],
bien que notre méthode soit aisément généralisable à tout autre
schéma de subdivision.

Nous exposons en premier lieu le principe de notre ana-
lyse spectrale ; nous précisons ensuite comment celle-ci est ap-
pliquée dans notre cadre d’analyse, à savoir la surface de sub-
division. Enfin, nous effectuons une étude comparative de dif-
férents schémas de subdivision pour une géométrie donnée.

2 Analyse spectrale polaire des varia-
tions de courbure
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FIG. 1: Masques de filtrage utilisés pour le calcul du gradient
de courbure aux sommets ordinaires du maillage selon ses trois
directions u, v et w.

Les brusques variations géométriques que nous cherchons à
caractériser sont mises en évidence à travers l’évaluation des
variations de courbure mesurées au voisinage d’un sommet ex-
traordinaire. Cette mesure nous renseigne sur la forme de l’ar-
tefact analysé. Comme dit précédemment, nous proposons de
caractériser ces variations de courbure de façon fréquentielle,
dans une base de fonctions liées aux modes propres de vibra-
tion d’une membrane circulaire élastique. La courbure C prise
en compte dans notre étude est la courbure absolue, donc la
somme de la valeur absolue des deux courbures principales [7].

Nous considérons la norme du gradient de courbure absolue
mesurée en un sommet ordinaire placé aux coordonnées po-
laires (r, ϕ), selon les trois directions du maillage triangulaire
(u, v, w) où w = v − u, voir les Figures 1 et 2,

|∇C(r, ϕ)| =

s˛̨̨̨
dC(r, ϕ)

du

˛̨̨̨2
+

˛̨̨̨
dC(r, ϕ)

dv

˛̨̨̨2
+

˛̨̨̨
dC(r, ϕ)

dw

˛̨̨̨2
. (1)

Des exemples de visualisation de cette mesure sont présentées
en Figure 3.d ainsi qu’en Figure 4. Celle-ci est faible lorsque
la géométrie du maillage n’est pas perturbée par un sommet
extraordinaire.
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FIG. 2: Le sommet central est de valence n. Sur notre disque
d’analyse, les sommets sont répartis sur chaque anneau de
façon uniforme, dans cet exemple ils sont au nombre de 4.

2.1 Analyse spectrale sur maillage

Relativement peu de travaux sont consacrés à l’analyse spec-
trale sur maillage. En 1995, Gabriel Taubin a introduit la no-
tion de traitement du signal sur maillage [10]. L’analyse est liée
à la matrice d’adjacence des sommets, un opérateur laplacien
est utilisé. En traitement d’image, les vecteurs propres de cet
opérateur correspondent aux fonctions cosinus, fonctions no-
tamment utilisées dans l’encodage JPEG. Ceci est applicable
aux maillages quelconques si l’on considère le 1-voisinage des
sommets. Une deuxième approche très différente peut s’iden-
tifier au modèle pyramidal des ondelettes [6]. Deux opérations
complémentaires sur un maillage sont prises en compte : edge-
split et edge-collapse. Cette séquence multi-résolution est donc
basée sur des divisions et des réunions d’arêtes. Le maillage de
départ est simplifié, et l’information géométrique nécessaire à
la reconstruction est stockée en mémoire pour chaque résolution.
C’est sur cette information géométrique que se base leur ana-
lyse spectrale.

Dans cette étude, nous introduisons une analyse spectrale sur
maillage centrée sur un sommet. Les données prises en compte
ne se limitent pas au 1-voisinage du sommet, principale limita-
tion des travaux de Gabriel Taubin. De plus, il s’agit d’une ana-
lyse spectrale au sens où nous projetons les données dans une
base de fonctions. Enfin, les méthodes précédentes prennent
en compte la position des sommets tandis que nous analysons
les variations de courbure au voisinage d’un sommet extraordi-
naire.

Nous considérons un voisinage topologique polaire centré
sur le sommet extraordinaire. De par le comportement d’un
schéma de subdivision classique, ses sommets voisins ont une
valence ordinaire. Ainsi, nous pouvons considérer ces som-
mets comme étant disposés en anneaux d’équidistance topo-
logique, voir Figure 2. La notion de distance topologique est
ici la distance classique couramment rencontrée dans ce do-
maine. Chaque sommet ordinaire est donc aisément situé dans
ce disque au moyen de coordonnées polaires discrètes (r, ϕ).
Les données que nous projetons dans la base de fonctions sont
les données de courbure |∇C(r, ϕ)|. Nous cherchons en parti-
culier à mettre en évidence la présence de hautes fréquences
dans les géométries perturbées par un sommet extraordinaire.



2.2 Une base de fonctions polaires
Nous partons d’une analogie entre le comportement des don-

nées de courbure de la surface autour du sommet extraordi-
naire et celui des modes de vibration d’une membrane circu-
laire élastique. La résolution du problème physique est exposée
en détails dans l’ouvrage [3]. Ces modes forment la base natu-
relle d’une analyse spectrale de Fourier en coordonnées po-
laires, qui permet de caractériser à la fois les oscillations ra-
diales et angulaires d’une membrane. Cette membrane possède
un bord contraint, les fonctions de la base sont nulles sur celui-
ci. Ainsi, la base choisie est constituée des modes propres d’une
membrane circulaire élastique, ils sont exprimés au moyen des
fonctions de Bessel de première espèce. Soit donc une base
de fonctions continues correspondant aux modes propres de la
membrane, Gmn : [0,R] × [0, 2π[→ C, où les entiers m ≥ 0
et n > 0 repèrent respectivement les modes angulaires et ra-
diaux :

Gmn(r, ϕ) = Jm(
√

λmnr)e−jmϕ ,

avec λmn =
(smn

R

)2

,
(2)

où Jm est la fonction de Bessel de première espèce d’ordre m :

Jm(r) =
(r

2

)m ∞∑
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(−1)p

22pp!(m + p)!
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smn est son n-ième zéro etR est le rayon de la membrane.

Ces fonctions forment une base orthonormale selon le pro-
duit scalaire suivant,

∑
r,ϕ

Jm(
√

λmor)Jm(
√

λmpr) cos (mϕ)2r = δ(o=p) . (4)

Les données |∇C| portées par les sommets sont notées c(r, ϕ),
où r ≤ R. La projection de celles-ci dans la base fréquentielle
génère un spectre complexe en m et en n. Nous notons la partie
réelle du spectre Amn et sa partie imaginaire Bmn. Les fonc-
tions de base continues sont donc échantillonnées selon les co-
ordonnées (r, ϕ) de notre disque d’analyse. Nous discrétisons
le calcul de cette projection comme suit,

Amn =
∑
r,ϕ

c(r, ϕ)Jm(
√

λmnr) cos (mϕ)r (5)

Bmn =
∑
r,ϕ

c(r, ϕ)Jm(
√

λmnr) sin (mϕ)r (6)

Mmn =
√
A2

mn + B2
mn . (7)

La projection dans cette base des données de courbure |∇C|
portées par un disque formé de sommets du maillage nous per-
met d’analyser les comportements de la courbure de façon fré-
quentielle. Nous étudierons dans nos exemples le module du
spectreMmn.

3 Application et perspectives
Ainsi, nous proposons une analyse originale de la forme des

artefacts pour une géométrie et un schéma de subdivision don-
nés. Il s’agit d’une approche orientée par le traitement du signal
et la physique, appliquée à l’étude d’un problème de géométrie.
L’importance de cette problématique est de tout premier ordre
pour l’analyse des surfaces de subdivision, la caractérisation
des artefacts proposée ici étend les analyses existantes. Comme
dit précédemment, les résultats se concentrent sur un schéma de
subdivision triangulaire dyadique, tel que le schéma de Loop.
Pour un niveau de subdivision N , notre disque d’analyse est
donc composé de 2N anneaux de sommets de valence ordinaire
autour du sommet central. Nous illustrons quelques résultats
en figure 5, pour N = 5, soit 32 anneaux de sommets ordi-
naires. Dans cet exemple, nous mettons en évidence un arte-
fact non présent sur l’exemple de référence (5.a). Cette analyse
spectrale permet de mettre en évidence les différents compor-
tements des schémas de subdivision. Les schémas de Loop tunés
[2] et [5] réduisent l’amplitude de l’artefact (5.b) au prix d’oscil-
lations angulaires plus importantes, ce qui confirme notre intui-
tion concernant l’utilisation de cette base. La fréquence angu-
laire dominante est mesurée dans cet exemple en (4, 1), soit le
mode de vibration angulaire m = 4 et le mode radial n = 1.
Dans cet exemple, le schéma de subdivision [5] (5.d) génère un
spectre contenant moins d’énergie que le schéma de Loop tuné
[2] (5.c). Cette information est confirmée par la synthèse d’une
surface moins perturbée par le sommet extraordinaire.

Par la suite, nous approfondirons le lien mathématique exis-
tant entre le gradient des données de courbure et les fonctions
utilisées comme base de projection. Nous étudierons l’appli-
cation de cette analyse à l’amélioration du tuning des schémas
de subdivision, au filtrage adaptatif des données de courbure
ainsi qu’à l’indexation de formes.
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et de bas en haut, 3, 6, 7 et 8. Le modèle de valence 6, donc entièrement régulier, affiche la plus faible variation de |∇C| autour du
sommet central.
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FIG. 5: (a) Analyse du spectre Mmn de la géométrie sans artefact pour m,n ≤ 10. Comparatif, sur la même géométrie, du
schéma de (b) Loop et des schémas tunés de (c) Barthe et Kobbelt [2] et (d) Gérot et coll. [5] pour un sommet extraordinaire
central de valence 3. L’artefact est atténué dans le cas des schémas tunés, au prix d’une fréquence angulaire m plus importante.
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