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Résuḿe – La régression lińeaire est un domaine important en pratique qui est, en géńeral, associée aux moindres carrés. Mais on
sait depuis longtemps que si les erreurs ne sont pas vraimentgaussiennes et peuvent inclure des valeurs aberrantes il est préférable
d’utiliser la normeℓ1 et de passer aux moindres déviations. Une version interḿediaire consistèa minimiser la normeℓ1 pour les
résidus suṕerieursà un seuilh et la normeℓ2 pour les autres, on retrouve alors la fonction de pénalisation de Huber qui est optimale
dans un certain sens. On propose un algorithme qui géǹere la suite de ces optimums. Le coût consid́eŕe d́epend d’un param̀etre
h. L’algorithme d́emarre enh infini avec l’optimum des moindres carrés qui est simplèa obtenir, on propage la solution pourh
décroissant, et enh nul, on a l’optimum des moindres déviations.

Abstract – Linear regression is mostly dominated by least squares which corresponds to Gaussian noise. But it is known for a
long time that if outliers may be present in the measurements, robust regression techniques such as the least absolute deviation
method, are preferable. One can also consider an intermediate cost function where residues larger than a thresholdh are weighted
by theℓ1-norm and the others by theℓ2-norm. This leads to the Huber penalization that is optimal for a certain contaminated
Gaussian distribution. No closed-form solution exist for these cost function and we propose an algorithm which, initialized by
the least squares estimate that is optimal forh infinite, builds the sequence of estimates associated with decreasingh, a zeroh
corresponding the least absolute deviation estimate.

1 Introduction

Les techniques de régression lińeaire ont longtempśet́e do-
minées par les moindres carrés (MC) car ils sont simples̀a
mettre en oeuvre et basés sur une th́eorie bienétablie. L’ap-
proche des MC est optimale si les erreurs sont supposées gaus-
siennes. Mais on sait depuis longtemps que les estimées ob-
tenues par les MC sont rapidement sans signification si cer-
taines des mesures sont aberrantes, si elles présentent des er-
reurs importantes en proportion plus grande que ne le permet
l’hypothèse gaussienne. On utilise alors des approches robustes
qui att́enuent l’influence de ces données aberrantes. Parmi ces
méthodes celle des moindres déviations (MD), dans laquelle
la norme euclidienne (ℓ2) est remplaćee par la normeℓ1, est
la plus simplèa mettre en oeuvre, car elle ne nécessite pas de
réglage, elle ne fait pas intervenir de seuil, par exemple.

C’est notamment Laplace, qui áetudíe (1793) l’approche
des MD, qui est optimale si les erreurs suivent la loi de La-
place et cela s’est donc passé avant l’́etude des MC ŕealiśee
par Legendre (1805) et Gauss (1823). Contrairement aux MC,
l’optimum des MD ne peut̂etre obtenu qu’̀a l’aide d’un algo-
rithme et de nombreux algorithmes ontét́e propośes. On peut
par exemple utiliser les algorithmes de programmation linéaire
ou des variantes [1, 2, 3, 4].

L’absence de param̀etre ou de seuil̀a ŕegler peut̂etre aussi
perçu comme un d́esavantage et entre le critère des MC (la
somme des carrés deśecarts) et celui des MD (la somme des
valeurs absolues desécarts), on trouve la fonction de Huber qui
consistèa prendre la valeur absolue pour lesécarts suṕerieurs
à un seuil et le carré pour les autres. Quand ce seuil va de
plus l’infini à źero, ce crit̀ere passe de façon continue de ce-
lui des MC à celui des MD. La fonction de Huber a aussi

une justification th́eorique, elle correspond̀a maximiser la log-
vraisemblance pour des erreurs centrées et ind́ependantes dont
la densit́e de probabilit́e est de la forme,p(e) = (1 − ǫ)ζ(e) +

ǫq(e) avecζ(x) = 1√
2π

e−
x
2

2 la Gaussienne standard, etq(e)

une densit́e qui restèa d́eterminer. Il s’agit donc d’une densité
du type gaussienne contaminée, òu la densit́e q est choisie de
façonà minimiser l’information (de Fisher) contenue dansp.
Ce probl̀eme d’optimisation fonctionnelle a une solution ana-
lytique [5] et la densit́ep résultante peut s’écrire sous la forme :

p(e) =
1 − ǫ√

2π
exp(−e2/2) |e| ≤ h

=
1 − ǫ√

2π
exp(h2/2 − h|e|) |e| > h (1)

où le seuilh dépend deǫ, le taux de contamination, et varie de
0 à∞ quandǫ va de1 à0. Il est tel que la densitép(e) est bien
de mesure 1 et v́erifie donc∫ ∞

−∞
p(x) dx = 1 = (1 − ǫ)

∫ h

−h

ζ(x)dx + 2
1 − ǫ

h
ζ(h).

En prenant le logarithme de cette densité, on a bien un critère de
la forme annonćee, quadratique pour|e| < h et linéaire ensuite,
le critère et sa d́erivéeétant de plus continues ene = |h|. Dans
la suite, nous proposons un algorithme qui, partant deh infini
et initialisé à l’optimum des MC, fournit la suite des optimums
quandh décrôıt vers źero.

2 Généralit és

On consid̀ere le mod̀ele de ŕegression lińeaire suivant

b = Ax + e (2)



où b est le vecteur de dimensionm des observations,x le vec-
teur de dimensionn à estimer, et la matriceA des ŕegresseurs
est de dimension (m,n) et de rang colonne plein. On peut voir
e comme repŕesentant les erreurs de mesure qui font queb n’est
paségalàAx.

Si on peut supposer que ces erreurs sont deséchantillons
indépendants d’une densité gaussienne de moyenne nulle et de
même variance, l’optimum au sens du maximum de vraisem-
blance (MV) consistèa minimiser̀a l’aide dex

∑
r2
i avecri la

i-ème composante du vecteur des résidusr = Ax− b et on ob-
tient l’estimée au sens des MC. Si on considère que les erreurs
suivent une loi de Laplace, l’optimum au sens du MV consiste
à minimiser

∑ |ri| et on obtient l’estiḿee au sens des MD. Et,
enfin, si les erreurs ont pour densité (1), l’optimum consistèa
minimiser

∑
f(ri) où la fonctionf(.) est de la forme

f(ri) =
r2
i

2
1I |ri|≤h + (h|ri| −

h2

2
) 1I |ri|>h (3)

où 1I désigne la fonction indicatrice. On peut noter que cette
fonctionf(.) est continue et̀a d́erivée premìere continue.

Dans la suite nous allons nous intéresser au problème d’op-
timisation suivant :

min
x,y

1

2
‖Ax − y − b‖2

2 + h‖y‖1, h > 0, (4)

dont nous allons montrer qu’il estéquivalent̀a la minimisation
du crit̀ere d’Huber appliqúe à (2). Il s’agit donc d’́etablir que
(4) est bieńequivalent̀a :

min
x

∑
i

f(ri) avec r = Ax − b. (5)

On remarque d’abord que (4) est séparable et peut s’écrire :

min
x, y

∑
i

1

2
(ri − yi)

2 + h |yi|, r = Ax − b. (6)

Commeyi est seulement présent dans le i-ème terme de la
somme, on utiliseyi pour minimiser cei-ème terme. Un petit
exercice non trivial permet alors de trouver que l’optimum est
atteint enyi = 0 si h > |ri| et que sinon il est atteint eny∗

i =
ri−h signri. Le minimum du i-̀eme terme vaut par conséquent
r2
i /2 si |ri| ≤ h et h|ri| − h2/2 si |ri| ≥ h ce qui trans-

forme exactement (4) en (5) ou il resteà prendre le minimum
enx. Cetteéquivalence est connue, voir par exemple [6] où (6)
est d́eduit de (5) en utilisant des outils sophistiqués d’analyse
convexe. Nous avons introduit les variablesy dans (4) comme
une façon de mod́eliser et localiser les erreurs aberrantes [7]
dans un contexte des régressions lińeaires (2) et n’avons réaliśe
que plus tard l’́equivalence entre (4) et le critère de Huber.

Nous observons maintenant que (4) est un problème convexe
qui peut se mettre sous la forme d’un programme quadratique.
Dans la suite, nous développons un algorithme dédíe qui mi-
nimise (4) en un nombre fini d’étapes. Il suit l’optimum de
(4) pour des valeurs décroissantes deh et on l’arr̂ete quand
le h souhait́e est atteint. Intuitivement, pourh infini, le second
terme du crit̀ere est nul̀a l’optimum, ce qui donney = 0 et
on utilisex pour minimiser le premier terme‖Ax − b‖2

2 ce qui
donne la solution des MC. De façon analogue, quandh tend
vers źero, le premier terme dans le critère est nul̀a l’optimum,
ce qui donneAx − y − b = 0 ou aussiy = Ax − b et on mi-
nimise le second‖y‖1 = ‖Ax − b‖1 ce qui donne, pourx, la

solution des MD. Et, entre les deux, nous allons voir quex ety
varient de façon continue et linéaire par morceaux, on va par-
titionner ]0,∞[ en un nombre fini d’intervalles et,à l’intérieur
de chacun d’eux,x ety varient de façon lińeaire.

3 Algorithme d’optimisation

3.1 Introduction

Nous d́eveloppons un algorithme qui résout (4) et donc (5)
en un nombre fini de pas. De nombreux algorithmes permettent
de minimiser (5) , on peut citer des algorithmes du type moindres
carŕes re-pond́eŕes it́eŕes (IRLS) [8, 4] ou d’autres ḿethodes
itératives [6]. Une version similairèa l’algorithme que nous
développons, est par ailleurs déductible des algorithmes pro-
pośes dans [9].

Nous allons montrer que l’optimum{x, y} de (4) ou plus
préciśement{x(h), y(h)} est une fonction continue et linéaire
par morceaux deh. Nous allons d́ecomposer l’axe des réels en
un nombre fini (de l’ordre den) intervalles(hk+1, hk) telle
queà l’intérieur de chaque intervalle on ait par exemple pour
x(h) une expression de la formex(h) = X1 + hX2 avecXi

des vecteurs constants.
On va en fait construirex(h) pour des valeurs d́ecroissantes

deh en commençant parh ≥ h0 oùh0 resteà d́efinir et pour le-
quel l’optimum est constant et atteint enx(h) = (AT A)−1AT b
et y(h) = 0, et en progressant nous définirons les intervalles
en h et les valeurs dex(h) valides dans ces intervalles. Dans
un premier temps nous allons donc obtenir une expression de
X1 et X2 dansx(h) = X1 + hX2 valide pourh lég̀erement
inférieureàh0, puis nous allons d́efinir la valeur deh1 < h0 la
borne inf́erieure de l’intervalle pour laquelle cette expression
cesse d’̂etre valide, puis la nouvelle expression dex(h) et ainsi
de suite..

3.2 Conditions d’optimalité

Le probl̀eme d’optimisation (4) est convexe, les conditions
d’optimalités du premier ordre sontà la fois ńecessaires et suf-
fisantes. Comme il n’y a pas de contrainte, onécrit que le gra-
dient par rapport̀a x et le sous-gradient par rapportà y sont
nuls. On a alors :

AT (Ax − y − b) = 0 et Ax − y − b − hu = 0, (7)

avecu, un sous-gradient de‖y‖1 eny, un vecteur de la dimen-
sion dey qui satisfait [10] :

ui = sign(yi) si yi 6= 0 et |ui| ≤ 1 sinon (8)

Les relations (7) sont difficiles̀a exploiter̀a cause de la présence
deu qui n’est pas d́efini de façon unique pour les composantes
nulles dey. Nous partitionnons doncy en ses composantes non
nulles dans̄y et nulles dans̄̄y. Cela induit une partition deu,
enū=sign(ȳ) et‖¯̄u‖∞ ≤ 1, voir (8). On peut alors remplacery
dans (7) par̄Iȳ où Ī est la śelection de colonnes de la matrice
identit́eI telle quey = Iy = Ī ȳ. On introduit aussi la notation
Ā = ĪT A et ¯̄I et ¯̄A assocíe à ¯̄y. Il faut noter que c’est la par-
tition dey qui pilote toutes les autres. Avec ces notations, les
n+m relations dans (7) deviennent

AT (Ax − Ī ȳ − b) = 0



Ā x − ȳ − b̄ − hū = 0, (9)
¯̄Ax − ¯̄b − h¯̄u = 0.

Elles sont maintenant parfaitement exploitables comme nous
allons le voir plus loin. Mais on a bien sur supposé que l’on
connaissait la partition dey. Pourh > 0, on peut remplacer la
premìere relation dans (9) parAT u = 0, qui se d́eduit facile-
ment de (7) et qui s’écrit plus pŕeciśement :

ĀT ū + ¯̄A
T
¯̄u = 0.

3.3 Développement

Si on suppose maintenant connaı̂tre l’optimum de (4) pour
une certaine valeur deh, les relations (9) permettent d’étendre
cet optimum au voisinage et même de trouver les bornes de
l’intervalle en h dans lequel cette extension est justifiée. On
peut alors franchir ces frontières et trouver l’expression de l’op-
timum dans les intervalles voisins. Il reste finalementà sa-
voir initialiser cette proćedure pour d́evelopper l’algorithme
qui permet de ŕesoudre (4) pour touth. Comme nous l’avons
déjà indiqúe, cette initialisation ne pose pas de problème car
pourh grand, (4) se ŕeduit au probl̀eme des moindres carrés.

L’optimum de (4) pour unh donńe, est un couple{x, y}.
On peut lui adjoindre le vecteur sous-gradientu déduit de la
seconde relation de (7), par exemple et qui, bien sûr, satisfait
alors (8).

On peut alors d́ecomposer ce triplet optimal{x, y, u} re-
dondant en{x, ȳ, ¯̄u} et {¯̄y = 0, ū =sign ȳ} où le pre-
mier ensemble de dimensionn+m (comme le couple optimal)
contient toute l’information qu’il s’agit d’́etendre au voisinage
et le second est préciśement constitúe des variables qui restent
invariantes dans le voisinage. Les 3 relations suivantes, qui tra-
duisent les conditions nécessaires et suffisantes,

¯̄A
T

¯̄u = −ĀT ū, Ā x − ȳ = b̄ + hū, ¯̄Ax − h¯̄u = ¯̄b.

forment alors un système den+m équations lińeaires enn+m
inconnues{x, ȳ, ¯̄u} dont le second membre est connu mais
dépend deh. On peut ŕecrire ce syst̀eme sous la forméechelonńee
suivante :

¯̄A
T ¯̄Ax = ¯̄A

T ¯̄b + hĀT ū

Ā x − ȳ = b̄ + hū
¯̄Ax − h¯̄u = ¯̄b

où la premìereéquation ne d́epend quex, la seconde dex et
ȳ et ainsi de suite. Sī̄A est de rang colonne plein, il a donc
toujours une solution unique, qui est de la forme

x(h) = X1 + hX2

ȳ(h) = V1 + hV2 (10)

h¯̄u(h) = W1 + hW2

où V.,W. and X. sont des vecteurs constants de dimensions
ad́equates, que nous ne détaillons pas tous, on a par exemple

X1 = ¯̄A
+¯̄b et X2 = (¯̄A

T ¯̄A)−1ĀT ū. Ces relations d́ecrivent
comment le triplet{x, ȳ, ¯̄u} évoluent en fonction deh. Elles
sont valides aussi longtemps que la partition induite pary reste
valide, aussi longtemps que le second jeu de paramètres{¯̄y, ū}
reste lui aussi valide.

La seconde relation dans (10) dit comment les composantes
non nulles dey évoluent quandh varie autour de la valeur cou-
rante. Cette relation cesse d’être valide d̀es qu’une composante
de ȳ devient nulle. De la m̂eme façon, la dernière relation est
valide aussi longtemps qu’aucune composante de¯̄u n’atteint
un en valeur absolue. En effet, voir (8), dès qu’une composante
de ¯̄u devientégaleà un, par exemple, cela signifie que la com-
posante correspondante dans¯̄y, qui estégaleà źero va devenir
positive.

Quandh décrôıt (ou crôıt) à partir de sa valeur courante, il
faut donc surveiller lequel des deuxévénements arrive en pre-
mier : une composante dēy qui s’annule ou une composante de
¯̄u qui atteint un, en valeur absolue, la valeur deh assocíee, sera
alors la borne suṕerieure (inf́erieure) de l’intervalle de validité
des relations dans (10).

Pour passer une telle borne il faut changer toutes les par-
titions, dans le premier cas on enlève la ligne deĀ assocíee
à la composante dēy devenant nulle et on la rajoute dans¯̄A,
dans le second cas une ligne de¯̄A est d́eplaćee versĀ. Il faut
évidemment faire les modifications associées dans̄u et ¯̄u et
dansȳ et ¯̄y, dansu on d́eplace une composante qui vaut±1 et
dansy on d́eplace une composante qui vaut0.

Si on ŕesout alors le nouveau système lińeaireéchelonńe, on
trouve les nouvelles versions des relations (10) qui sont valides
dans l’intervalle voisin puisque les valeurs de{x, ȳ, ¯̄u} ainsi
obtenues et le nouveau couple{¯̄y = 0, ū =sign ū} satisfont
bien les conditions ńecessaires et suffisantes (7).

On peut noter que pour les valeurs deh correspondant̀a des
bornes de ces intervalles, lex ety optimales admettent deux ex-
pressions donnant la m̂eme valeur. On a donc bien un optimum
x(h) qui est continu et lińeaire par morceaux.

3.4 Initialisation pour h grand

Nous avons d́ejà indiqúe que -intuitivement- pourh infini,
l’optimum est eny = 0 et (4) se ŕeduit à minx ‖Ax − b‖2

2 le
probl̀eme des moindres carrés avec pour optimumx = A+b
où A+ = (AT A)−1AT la pseudo-inverse deA suppośe de
rang colonne plein. Pour trouver la borne inférieureh0 de cet
intervalle, il suffit de ŕesoudre (7) avecy = 0, on obtientx =
A+b ethu = (AA+−I)b. Ce triplet{x, y, u} est une solution
valide de (7) et donc bien l’optimum de (4), pourvu que leu =
¯̄u ainsi d́efini vérifie ‖u‖∞ ≤ 1. En effet,à y = ¯̄y = 0 on
doit associeru = ¯̄u un vecteur dont toutes les composantes
doiventêtre inf́erieures oúegales̀a un en valeur absolue, voir
(8). Puisqueh‖u‖∞ = ‖r‖∞ avecr = (AA+ − I)b, c’est le
cas aussi longtemps queh ≥ h0 = ‖r‖∞.

Nous avons donc trouverh0 la borne inf́erieure de l’inter-
valle et pour aller au delà de cette borne et passerà l’étape
standard d́ecrite plus haut, il suffit de d́efinir la nouvelle parti-
tion dey valide dans l’intervalle[h1, h0] suivant.

Soit j1 = arg max |rj | avecrj la j-ème composante der.
On enl̀eve alors la composantej1 de ¯̄y dont la dimension passe
àn-1 pour cŕeerȳ = 0 de dimension1 et de la m̂eme façon on
enl̀eveà ¯̄u sa j-̀eme composante pour créerū =sign(rj1). Les
autres quantit́esb̄, ¯̄b, Ā et ¯̄A suivent sans difficult́e.



3.5 Quandh décrôıt vers zéro

Nous avons d́ejà indiqúe que quandh tend vers źero l’op-
timum de (4) tend vers l’optimum du problème des moindres
déviations,minx ‖Ax − b‖1. Pour d́emontrer ce ŕesultat, on
récrit ce dernier sous la forme

min
x,y

‖y‖1 sous y = Ax − b. (11)

les conditions d’optimalit́e de ce probl̀eme sont, en introduisant
le lagrangien et après quelques manipulations,AT u = 0, Ax−
b = y avecu un sous-gradient de‖y‖1 en y, satisfaisant (8).
Et on constate donc bien que le triplet{x, y, u} ainsi obtenu
est une solution valide de (7) pourh → 0. On rappelle que (7)
peut se ŕecrirehAT u = 0, Ax − b − y = hu.

Pour compĺeter ce point, remarquons que (11) peut se mettre
sous la forme d’un programme linéaire et que l’on peut alors
déduire de la th́eorie associée, que l’optimum est atteint pour un
x solution exacte d’un sous-ensemble den équations lińeaires
extraites desm équations pŕesentes dansAx = b. Avec nos
notations, cela signifie que lex optimal satisfait¯̄Ax = ¯̄b avec
¯̄A inversible et doncx = xlad = ¯̄A

−1¯̄b et que par conśequent

ȳ = ȳlad = Ā ¯̄A
−1¯̄b − b̄.

Cela signifie que si on utilise notre algorithme pour résoudre
le probl̀eme des MD, on va arriver dans un dernier intervalle
pour lequel dans (10), on aX1 = xlad, V1 = ȳlad etW1 = 0.

4 Conclusions

Nous avons proposé un crit̀ere (4) fonction d’un param̀etre
h qui, quandh va de plus l’infini à źero, passe du critère des
moindres carŕes (pourh grand)à celui des moindres déviations
(pour h nul) en passant par le critère de Huber pour les va-
leurs interḿediaires. Mais nous avons surtout proposé un al-
gorithme qui fournit l’ensemble des solutions, fonction deh,
de toute cette gamme de problème. Il s’agit d’un algorithme
facile à mettre en oeuvre qui fournit la solution exacte (analy-
tique) et qui, en fait, d́ecompose l’axe réel positif en sous in-
tervalles dans lesquels l’optimum est linéaire enh. Disposer de
l’ensemble des solutions est intéressant, car cela permet d’ob-
tenir a posteriori une solution robuste tout enévitant d’avoirà
fixer a priori le seuilh dans le crit̀ere de Huber, l’objectif́etant
d’éliminer des observations aberrantes.

Références

[1] I. Barrodale and F.D.Roberts, ”An improved algorithm for
Discreteℓ1 linear Approximation,”SIAM J. Num. Analysis.,
10, 5, 839-848, 1973.

[2] Y. Li et G.C. Arce, ”A Maximum Likelihood Approach
to Least Absolute Deviation Regression,”J. of Appl. Sign.
Proc., 12, 1762-1769, 2004.

[3] P. Bloomfield et W.L. Steiger,Least Absolute Deviations :
Theory, Applications and Algorithms. Birkhäuser, Boston,
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