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Résunt — La régression ligaire est un domaine important en pratique qui estgeargl, asso&@e aux moindres cads. Mais on
sait depuis longtemps que si les erreurs ne sont pas vragaassiennes et peuvent inclure des valeurs aberrantépitéErable
d'utiliser la norme/; et de passer aux moindregwiations. Une version inter@diaire consist@ minimiser la norme, pour les
résidus sugrieursa un seuilh et la norme’, pour les autres, on retrouve alors la fonction dealisation de Huber qui est optimale
dans un certain sens. On propose un algorithme goérg la suite de ces optimums. Lelt¢@onsic&ré depend d’'un paragtre

h. L'algorithme cemarre erh infini avec I'optimum des moindres c&s qui est simpl@ obtenir, on propage la solution paur
décroissant, et eh nul, on a I'optimum des moindresdiations.

Abstract — Linear regression is mostly dominated by least squareshwtocresponds to Gaussian noise. But it is known for a
long time that if outliers may be present in the measuremeolsist regression techniques such as the least absoltitdioie
method, are preferable. One can also consider an interteextiat function where residues larger than a threshealde weighted

by the ¢,-norm and the others by th-norm. This leads to the Huber penalization that is optinsald certain contaminated
Gaussian distribution. No closed-form solution exist feege cost function and we propose an algorithm which, liziéd by

the least squares estimate that is optimalHanfinite, builds the sequence of estimates associated withedsing:, a zeroh
corresponding the least absolute deviation estimate.

1 Introduction une justification torique, elle correspormaximiser la log-
vraisemblance pour des erreurs céat et indpendantes dont
Les techniques degression ligaire ont longtempété do- |2 densié de probabilié est de la formey(e) = (1 —€)¢(e) +
minées par les moindres cas (MC) car ils sont simplea  ¢q(e) avec((x) = \/% e~ % la Gaussienne standard,g@t)
mettre en oeuvre et bas sur une tkorie bienétablie. L'ap-  une dens# qui rested ceterminer. Il s'agit donc d’une densit
proche des MC est optimale si les erreurs sont slgg®gaus-  du type gaussienne contara® ai la densié ¢ est choisie de
siennes. Mais on sait depuis longtemps que les ésnob-  facona minimiser I'information (de Fisher) contenue dans
tenues par les MC sont rapidement sans signification si cete probeme d’optimisation fonctionnelle a une solution ana-

taines des mesures sont aberrantes, si elieseptent des er- |ytique [5] et la densi p résultante peut &crire sous la forme :
reurs importantes en proportion plus grande que ne le permet 1—¢

I'nypothése gaussienne. On utilise alors des approches robustes  p(e) = exp(—e?/2) le] <h

qui aténuent l'influence de ces doaes aberrantes. Parmi ces v2r

méthodes celle des moindreéwiations (MD), dans laquelle — iexp(}ﬂ/g — hle]) le| >h (1)

la norme euclidiennef{) est remplage par la normé,, est Ver

la plus simplea mettre en oeuvre, car elle neaessite pas de ou le seuilh dépend de, le taux de contamination, et varie de
reglage, elle ne fait pas intervenir de seuil, par exemple. 0 &co quande va del a0. Il est tel que la dengdtp(e) est bien

C’est notamment Laplace, qui&udié (1793) I'approche de mesure 1 etérifie donc
des MD, qui est optimale si les erreurs suivent la loi de La- oo h 1—e¢
place et cela s’est donc pésavant [etude des MCé&ali®e / plr)de=1=(1— e)/ C(z)dz +2 C(h).
par Legendre (1805) et Gauss (1823). Contrairement aux MC, *—° —h
I'optimum des MD ne peugtre obtenu qui 'aide d’'un algo-  En prenant le logarithme de cette de@siin a bien un créitre de
rithme et de nombreux algorithmes d¥ié propogs. On peut laforme annonge, quadratique pol| < h et linéaire ensuite,
par exemple utiliser les algorithmes de programmaticédire  le critere et sa @riveeétant de plus continues en= |h|. Dans
ou des variantes [1, 2, 3, 4]. la suite, nous proposons un algorithme qui, partant ddini

L'absence de paradtre ou de seuih regler peuitre aussi et initialise a 'optimum des MC, fournit la suite des optimums
percu comme un &avantage et entre le énie des MC (la quandh décrdt vers £ro.
somme des cais destcarts) et celui des MD (la somme des
valeurs absolues désarts), on trouve la fonction de Huber qui L .
consistea prendre la valeur absolue pour Exsarts sugrieurs 2 Gereralites
a un seuil et le caér pour les autres. Quand ce seuil va de
plus l'infini & zéro, ce criére passe de fagon continue de ce-
lui des MC a celui des MD. La fonction de Huber a aussi b=Ax+e (2)

On consi@re le moéle de egression ligaire suivant



ou b est le vecteur de dimension des observations; le vec-
teur de dimensiom a estimer, et la matricd des Egresseurs

solution des MD. Et, entre les deux, nous allons voir gaty
varient de facon continue et Baire par morceaux, on va par-

est de dimensiomf, n) et de rang colonne plein. On peut voir titionner)0, oo[ en un nombre fini d'intervalles e, I'intérieur

e comme repgsentant les erreurs de mesure qui fontigo'est
paségala Az.
Si on peut supposer que ces erreurs sontadémntillons

indépendants d'une densigaussienne de moyenne nulle et d

de chacun d’euxy ety varient de facon ligaire.

3 Algorithme d’optimisation

méme variance, I'optimum au sens du maximum de vraisem-

blance (MV) consista minimisera I'aide dex > r? avecr; la
i-eme composante du vecteur désidus: = Ax — b et on ob-

tient I'estimée au sens des MC. Si on coresie que les erreurs

3.1

Nous ceveloppons un algorithme quésout (4) et donc (5)
en un nombre fini de pas. De nombreux algorithmes permettent

Introduction

suivent une loi de Laplace, I'optimum au sens du MV consist%e minimiser (5) , on peut citer des algorithmes du type meisd

a minimisery_ |r;| et on obtient I'estirde au sens des MD. Et
enfin, si les erreurs ont pour dergs{tl), I'optimum consisté
minimiser)_ f(r;) ou la fonctionf(.) est de la forme

2 2

T h
fri) =5 Lpgjzn + (hlril = ) Lirgsn 3)

ou 1 désigne la fonction indicatrice. On peut noter que cett

fonction f(.) est continue ek cérivee premére continue.
Dans la suite nous allons nouséngésser au probime d’op-
timisation suivant :

h>0, (4

dont nous allons montrer qu'’il eéguivalenta la minimisation
du crittre d’'Huber appligaa (2). Il s’agit donc détablir que
(4) est bierequivalenta :

mminz flr;) avecr = Ax —b.

1
min o [|Az —y — blI3 + hllyll1,

®)
On remarque d’abord que (4) esipmrable et peut &trire :
. 1 2 —
gl)lgzz:i (Tz _yz) +h |yz|» r= Az —b. (6)

Commey; est seulement psent dans le éme terme de la
somme, on utilisg;; pour minimiser ce-eme terme. Un petit

exercice non trivial permet alors de trouver que I'optimush e

atteint eny; = 0 si h > |r;| et que sinon il est atteint eyf =

r; —h signr;. Le minimum du ieme terme vaut par coaguent
r2/2 si |r;| < h eth|r;| — h%/2 si|r;] > h ce qui trans-
forme exactement (4) en (5) ou il restgprendre le minimum
enz. Cetteéquivalence est connue, voir par exemple [©)6)

est ceduit de (5) en utilisant des outils sophistgud’analyse
convexe. Nous avons introduit les variabledans (4) comme

une facon de magliser et localiser les erreurs aberrantes [7]

dans un contexte desgressions ligaires (2) et n'avoneali€
que plus tard Bquivalence entre (4) et le aie de Huber.

Nous observons maintenant que (4) est un gnolel convexe

qui peut se mettre sous la forme d’un programme quadratiqu

Dans la suite, nousé&beloppons un algorithmeédié qui mi-
nimise (4) en un nombre fini dtapes. Il suit 'optimum de
(4) pour des valeursé&troissantes dé et on l'ariéte quand
le h souhaié est atteint. Intuitivement, podrinfini, le second
terme du criére est nuk I'optimum, ce qui donng = 0 et
on utilisex pour minimiser le premier termeAz — b||3 ce qui
donne la solution des MC. De facon analogue, quartdnd
vers £ro, le premier terme dans le énie est nub I'optimum,
ce qui donnedz — y — b = 0 ou aussiy = Az — b et on mi-
nimise le secondy||; = ||Az — b||; ce qui donne, pout, la

' cariés re-pondrés ierés (IRLS) [8, 4] ou d'autres Bthodes

itératives [6]. Une version similaira I'algorithme que nous
développons, est par ailleurgductible des algorithmes pro-
poss dans [9].

Nous allons montrer que I'optimurfi:, y} de (4) ou plus

dpreciement{z(h), y(h)} est une fonction continue et Baire

par morceaux dé. Nous allons dcomposer I'axe degels en

un nombre fini (de l'ordre de) intervalles(hyy1, hyi) telle
guea l'intérieur de chaque intervalle on ait par exemple pour
x(h) une expression de la formgh) = X; + hX, avecX;

des vecteurs constants.

On va en fait construire(h) pour des valeursé&troissantes
deh en commencant par > hg oU hq restea cefinir et pour le-
quel 'optimum est constant et atteinte(h) = (A7 A)~1ATb
ety(h) = 0, et en progressant nougfthirons les intervalles
enh et les valeurs de:(h) valides dans ces intervalles. Dans
un premier temps nous allons donc obtenir une expression de
X, et X5 dansz(h) = X; + hX, valide pourh légerement
inférieurea hq, puis nous allonsé&finir la valeur deh; < hg la
borne inkrieure de l'intervalle pour laquelle cette expression
cesse cBtre valide, puis la nouvelle expressionsdé) et ainsi
de suite..

3.2 Conditions d’optimalité

Le probEme d’'optimisation (4) est convexe, les conditions
d’optimalites du premier ordre soatla fois recessaires et suf-
fisantes. Comme il n'y a pas de contrainte,&mnit que le gra-
dient par rapport z et le sous-gradient par rapparty sont
nuls. On a alors :

AT(Az —y—b)=0 et Ax—y—b—hu=0, (7)

avecu, un sous-gradient dey||1 eny, un vecteur de la dimen-
sion dey qui satisfait [10] :

Les relations (7) sont difficilel exploitera cause de la psence
dew qui n’est pas dfini de fagon unique pour les composantes
nulles dey. Nous partitionnons dongen ses composantes non
nulles dang; et nulles dang. Cela induit une partition de,
ena=signy) et||a|l« < 1, voir (8). On peut alors remplacer
dans (7) pady ou I est la €lection de colonnes de la matrice
identite I telle quey = Iy = Iy. On introduit aussi la notation

A =TTAetl] et Aassocay. Il faut noter que c’est la par-
tition dey qui pilote toutes les autres. Avec ces notations, les
n+m relations dans (7) deviennent

AT(Ax — Ty —b) =0

< 1sinon




Az —9§—b—hu=0,
Az —b—hu=0.

(9)

La seconde relation dans (10) dit comment les composantes
non nulles dey évoluent quand varie autour de la valeur cou-
rante. Cette relation cesseétte valide é&s qu'une composante

Elles sont maintenant parfaitement exploitables commes nowle  devient nulle. De la @me facon, la derare relation est

allons le voir plus loin. Mais on a bien sur suppague 'on
connaissait la partition dg Pourh > 0, on peut remplacer la
premgre relation dans (9) pat”« = 0, qui se @duit facile-
ment de (7) et qui €crit plus pecigment :

ATu+ A G=0.

3.3 Deéveloppement

Si on suppose maintenant cofitn@ I'optimum de (4) pour
une certaine valeur de les relations (9) permettentaendre

cet optimum au voisinage eté&me de trouver les bornes de

l'intervalle enh dans lequel cette extension est jugtfi On
peut alors franchir ces frofties et trouver I'expression de I'op-
timum dans les intervalles voisins. Il reste finalemansa-
voir initialiser cette proedure pour @velopper I'algorithme
qui permet de&soudre (4) pour todi. Comme nous l'avons
déja indiqLe, cette initialisation ne pose pas de peshe car
pourh grand, (4) se&duit au prol#me des moindres cés.

L'optimum de (4) pour urh donré, est un coupldz, y}.
On peut lui adjoindre le vecteur sous-gradiandeduit de la
seconde relation de (7), par exemple et qui, bien satisfait
alors (8).

On peut alors dcomposer ce triplet optimdle, y, u} re-
dondant en{z, gy, u} et{y = 0, @ =sign g} ou le pre-
mier ensemble de dimensierrm (comme le couple optimal)
contient toute I'information qu'il s’agit détendre au voisinage
et le second est pri€ment constité des variables qui restent
invariantes dans le voisinage. Les 3 relations suivanteégray
duisent les conditionsétessaires et suffisantes,

A= —ATa, Ax—g=Db+hu, Az — hii—b.

forment alors un sysme den+m équations ligaires em+m

valide aussi longtemps qu’aucune composante: aeatteint
un en valeur absolue. En effet, voir (8kgqu’'une composante
dew devientégalea un, par exemple, cela signifie que la com-
posante correspondante dansjui estégalea zro va devenir
positive.

Quandh décrdt (ou crdt) a partir de sa valeur courante, il
faut donc surveiller lequel des deé¥enements arrive en pre-
mier : une composante gequi s'annule ou une composante de
« qui atteint un, en valeur absolue, la valeurdassodke, sera
alors la borne sugrieure (inérieure) de I'intervalle de validt
des relations dans (10).

Pour passer une telle borne il faut changer toutes les par-
titions, dans le premier cas on éuk la ligne deA assodge
a la composante dg devenant nulle et on la rajoute dads
dans le second cas une ligne deest deplage versA. Il faut
evidemment faire les modifications assws dans: et u et
dansy ety, dansu on eplace une composante qui vatit et
dansy on déplace une composante qui vaut

Si on esout alors le nouveau sgste lireaireéchelong, on
trouve les nouvelles versions des relations (10) qui sditea
dans l'intervalle voisin puisque les valeurs fie 3, @} ainsi
obtenues et le nouveau coudlg = 0, u =signu} satisfont
bien les conditions&cessaires et suffisantes (7).

On peut noter que pour les valeursideorrespondara des
bornes de ces intervalles, ety optimales admettent deux ex-
pressions donnant lagme valeur. On a donc bien un optimum
x(h) qui est continu et libaire par morceaux.

3.4 Initialisation pour h grand

inconnues{z, g, u} dont le second membre est connu mais

dépend dé:. On peut &crire ce systme sous la formechelonie
suivante :
-T=

A Az =A b+ hATy
Az —g=0b+hu
Az —hii=1b

ou la premere équation ne épend quer, la seconde de et
y et ainsi de suite. SA est de rang colonne plein, il a donc
toujours une solution unique, qui est de la forme
y(h) = Vi + hVy
ha(h) = W1 + hW,

(10)

Nous avons dja indigLe que -intuitivement- pouk infini,
I'optimum est eny = 0 et (4) se éduita min, || Az — b||3 le
probleme des moindres cé&s avec pour optimum = A*b
ou AT = (ATA)~1AT la pseudo-inverse dd suppog de
rang colonne plein. Pour trouver la borneénéureh, de cet
intervalle, il suffit de &soudre (7) aveg = 0, on obtientr =
Atbethu = (AAT —1I)b. Ce triplet{x, y, u} est une solution
valide de (7) et donc bien I'optimum de (4), pourvu que le-

@ ainsi cefini vérifie ||ul|l < 1. En effet,dy = y = 0 on
doit associen, = u un vecteur dont toutes les composantes
doiventétre infrieures olegalesa un en valeur absolue, voir
(8). Puisquéh||ul|sx = |7l avecr = (AA*T — I)b, C'est le
cas aussi longtemps qae> ho = ||7|| oo

Nous avons donc trouveér, la borne inérieure de linter-
valle et pour aller au dalde cette borne et passen’étape

ou V., and X sont des vecteurs constants de dimensionstandard dcrite plus haut, il suffit deéinir la nouvelle parti-
acéquates, que nous nétdillons pas tous, on a par exempletion dey valide dans I'intervalléhy , ho) suivant.

X, = AThet X, (ATA)*AT&. Ces relations &crivent
comment le triple{ z, g, @} évoluent en fonction dé. Elles
sont valides aussi longtemps que la partition induiteypaste
valide, aussi longtemps que le second jeu de patas{y, @}

reste lui aussi valide.

Soit j; = argmax|r;| avecr; la j-eme composante de
On enkve alors la composanje dey dont la dimension passe
an-1 pour céery = 0 de dimensior et de la néme facon on
enkveau sa j€me composante pouréara =sign(r;, ). Les
autres quantisb, b, A et A suivent sans difficué.



3.5 Quandh décrait vers zéro [5] P.J. Huber. Robust Statisticdohn Wley and sons., New

P , York, 1981.
Nous avons @ja indique que quand: tend vers &ro I'op- ) _ )
timum de (4) tend vers I'optimum du prashe des moindres [6] D. Geman and C. Yang. Nonlinear image recovery with

deviations, min, || Az — b||;. Pour @montrer ce @sultat, on hglf—quadratic regularization, IEEE Trans. Image Proces-
récrit ce dernier sous la forme sing, 4(7) :932-946, July 1995.
. [7] J.J. Fuchs, A new approach to robust linear regressith. 1
min|lyl, sous y=Az—b. (11) " "iFAC World Congress, vol. H, pp. 427-432, july 99, Beijing.

les conditions d’optimalé de ce prokiime sont, en introduisant [8] P-W. Holland and R.E. Welsh. Robust regression using ite
le lagrangien et aps quelques manipulationd” v = 0, Az — ratively reweighted least squar€omm. Stat. A6, 813-828,
b = y avecu un sous-gradient diy||; eny, satisfaisant (8). 1977.
Et on constate donc bien que le triplet, y, u} ainsi obtenu [9] S. Rosset et J. Zhu, "Piecewise Linear Regularized So-
est une solution valide de (7) polir— 0. On rappelle que (7) lution Paths,” The Annals of Satistics., 35, 3, 1012-1030,
peut se écrirehATu = 0, Az — b — y = hu. 2007.
Pour compter ce point, remarquons que (11) peut se mettrey 5] R, Fletcher. Practical Methods of Optimizatioriohn
sous_la forme d’qn programme éalre_ et que l'on peut alors Wley and sons., 1987.
déduire de la thorie assoéie, que I'optimum est atteint pour un
2 solution exacte d’'un sous-ensemblerdequations ligaires
extraites desn équations @Fsentes dandx = b. Avec nos
notations, cela signifie que leoptimal satisfaitdz = b avec
A inversible et dona: = ;.4 = A 'bet que par corejuent
J=Giea= A4 b-b.
Cela signifie que si on utilise notre algorithme paesaudre
le probeme des MD, on va arriver dans un dernier intervalle
pour lequel dans (10), on&; = z;44, V1 = Y1aqa €W = 0.

4 Conclusions

Nous avons prop@sun criere (4) fonction d'un paragire
h qui, quandh va de plus l'infinia zéro, passe du céte des
moindres cags (pourh grand)a celui des moindresadiations
(pour h nul) en passant par le aeite de Huber pour les va-
leurs interngdiaires. Mais nous avons surtout propas al-
gorithme qui fournit 'ensemble des solutions, fonction/de
de toute cette gamme de prébie. Il s'agit d’'un algorithme
facile a mettre en oeuvre qui fournit la solution exacte (analy-
tique) et qui, en fait, dcompose I'axeé&el positif en sous in-
tervalles dans lesquels I'optimum estdaire em. Disposer de
I'ensemble des solutions esté@néssant, car cela permet d’ob-
tenir a posteriori une solution robuste tout@iitant d’avoira
fixer a priori le seuilh dans le criére de Huber, I'objectigétant
d’éliminer des observations aberrantes.
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