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Résumeé — Dans cet article nous revisitons le probleéme de I'estiomati’un vecteur aléatoiré-dimensionnel noyé dans du bruit, dans le
contexte ou les vecteurs sont elliptiquement distriblipproche proposée est basée sur I'estimation parmaxi a posteriori (MAP). Ce
travail étend des études récentes sur ce problemeirdasin, études restreintes au cas d'une variable de tygange d'échelle Gaussien
bruitée par une Gaussienne [1-3] : nous nous plagons daslte ou le vecteur a estimer et le bruit sont elliptiqeretndistribués quelconques.
Nous montrons que le MAP est solution d’'une équation nargliire et determinons des conditions sous lesquellesaluigon peut étre calculée
par un algorithme du point fixe.

Abstract — In this paper we revisit the estimation problem of-@ariate random vector corrupted by a noise in the ellifigiodistributed
context. The proposed approach lies on the maximum a posté@AP) estimation procedure. This work extends the réeeorks [1-3],
which are restricted to Gaussian scale mixtures corrupyeal aussian noise. In our study, we assume that both thervecestimate and
the noise are elliptically distributed, possibly non-Gaas. We then show that the MAP is solution of a nonlinear #gnand we determine
conditions to ensure that the solutions can be searchedfiadapoint algorithm.

1 Introduction la forme quadratique positive: — px ) Ry (z — pux)

Des études sur les vecteurs elliptiquement distribués pa  Px (%) = [Rx|™2dx((x — px) Ry (z — px))
raissent régl,JIiérement en traitemgnE du signal, enigmeot |5 fonctiondy : R, — R, est appelée générateur de la
les artlc!es_ récents [1_—5]_. Un des intéréts dg la classevdc-  jansite de probabilité, le vecteuk est un parametre de po-
teurs elliptiquement distribués, ou plus précisémeriadsous-  gjiion (moyenne si elle existe) et la matrice symétriqandé

classe des melanges d'échelle Gaussien, est qu'elid @& sjtive R est appelée matrice caractéristique [6, 7, 10]. Cette
turellement la classe des vecteurs Gaussiens; ainsi, de NOWatrice est définie & un facteur scalaire prés, mais emaior

breux traitements ef_fectué; dans le cadre Gaussien pigtven santdy de telle sorte que, r*t'dx (r?) dr = T'(d/2 +
étendus plus ou moins facilement a cette classe de vacteur +
L'étude de vecteurs elliptiquement distribués en tragat
du signal est assez ancienne [6, 7], mais donne toujourslieu
de nombreuses applications [2,4,5, 8].... Dans une geaté

étude [9], nous avons revisité le probleme d’estimatiam
mélange d’échelle Gaussien (au sens large), bruitépaec
teur non Gaussien, lui aussi mélange d’échelle Gaussien

1)/77% (a condition que l'intégrale convergeRx coincide
avec la matrice de covariance &e Si Rx est proportionnelle
a la matrice identitd, X est dite sphériquement distribuée,
ou sphériquement symétrique. Dans la suite, nous supptse
sans perte de généralitée que = 0. Par transformation de

Fourier de la ddpx, on montre également que la fonction
sens large). L'approche choisie était celle du critéréatesur qarac:éristiqug dé’ est fonction de la forme quadratique posi-
quadratique moyenne minimale (EQMM), ce travail étendantV€ ' fx= uniquement [7,11,12]. Un vecteur elliptiquement
au cas multivarié et au bruit non Gaussien les travaux dile diStribué peut étre défini par sa fonction caractégist| sans

et al. [1]. Toutefois, tout vecteur elliptiquement distribugest ~ Utefois admettre une densité de probabilité [10, 18h®cet
pas forcément mélange d'échelle Gaussien, et en dekare d article, nous nous restreindrons au cas de vecteurs adhinetta

une ddp (et donc un générateur de densité).

Lorsque l'applications — dx(s) admet une transformée
de Laplace inverse, la ddpy peut étre exprimée comme une
convolution multiplicative (ou de type Mellin) entre unende
sité de probabilité Gaussienne et une fonctigmlite fonction
de mélange [6]. Cette fonction de mélanfjeest d’intégrale
unité. Side plugx est completement monotor(e{l)”dg?) >
2 Les distributions e||iptique3 en bref 0), f. est non négative et peut donc étre vue comme une

ddp [7, 14, 15]; on peut alors écritk = aN aveca variable

Un vecteur aléatoir& de dimensionl est dit elliptiquement aléatoire scalaire de ddfy, indépendante d&, vecteur Gaus-
distribué si sa densité de probabilité (dgp) est fonction de sien centré, de covariandey, I'égalité étant en distribution.

cadre, I'approche proposée ne peut plus étre mise en ceuvre

Dans cet article, nous proposons d’étudier ce problems-d’
timation dans le cadre elliptique général, en adoptaetap:
proche maximum a posteriori (MAP). Cette étude généeai
la fois [1] et les plus récentes contributions [2, 3].



Le vecteurX est alors appelé mélange d’échelle Gaussiencomme solution de I'équation non linéaire

Si de plusf, ne dépend pas de la dimension, le mélange est -1

_1
dit consistant [11]. Sif, existe mais n'est pas une ddp, on dy (||A 2I|\2) dz (ly — =?)
appelleraX mélange d’échelle Gaussien au sens large. Cette’ = + 1 &, (Ily — z|?) Ay (1)
] . , ; . dx (1A~ ta)?) 4z (y ==
derniére classe (incluant les mélanges Gaussiens astsiet)s

est elle-méme strictement incluse dans la classe deswscte Remarquons que cette expression ressemble a I'estindgeur
elliptiguement distribués. En effet, un vecteur de loidétt-r,  Wiener, a la difference que la matrice de régressioredéple
pour lequetlx (r) oc (1—7/(v+2))=D/2 1. 1)(r/(v+2)),  Iobservationy et de la solution: elle-méme.

avecr > d — 2, n'est pas mélange d'échelle Gaussien, méme De méme que pour I'estimateur EQMM, le MAP peut &tre
au sens large, puisque la fonctidg n'admet pas de prolon- simplifie dans le cas ol = o2I (o2 est alors le rapport signal-
gement analytiqgue dans le plan complexe (étant nulle sur ugur-bruit (RSB)) : on voit facilement que pour toute rotatio
domaine, elle devrait &tre nulle partout), et donc ne @iss’ Cj, C} X . (Coy) est solution de (1) et donc quE,,ap(y)

pas de transformée de Laplace inverse. s'écrit R . )
Xmap(¥) = Xmap ([lyl*) v )
3 Estimation MAP avecX pap solutionz de
2
_ g
Dans cet article, nous proposons de revisiter le probleme = d,x(fzuguz) a2 (-2 ]1?) ®)
de l'estimation d’un vecteui-dimensionnelX, elliptiquement o? + dx(fz]y”z) (=22 [l
distribué, noyé dans du bruit, €galement elliptiquement dis- o o
tribué et indépendant d& [1-3] a partir de I'observation On appelleraX amplitude de I'estimateur. Cette amplitude
Y= X417 contient & elle seule la non linéarité de I'estimateur.

La détermination du MAP (3) n’est pas aisée, mais on peut
On supposera connues les dgpsde X etp, de Z, et donc  toutefois en proposer une approche récursive baséesgorite

les générateurs de densité respeafifs et dz ainsi que les Cipes suivants

matrices de covariancBx et Rz. Sans perte de généralite, 1. Sidy etd; sont continiment dérivables et monotones

on se restreint au cas dll est de covariance identité (par (nécessairement décroissantes), I'eéquation (3) quiess’

pré-blanchiment d&). On supposera également sans perte de  au moins une solution qui appartient forcement & I'in-

généralité que la matrice de covarianceXest diagonale\ tervalle[0 ; 1]. Ce domaine apparait clairement au vu de

(par une rotation adéquate qui ne modifie pas la blancheur de  (3). De plus, en récrivant (3) sous la forme= G(z), on

Z ; plus de détails peuvent étre trouvés dans [9]). aG(0) > 0etG(1) < 1:il existe donc au moins um
Nous avons précédemment montré que dans le ca¥ ou tel quez = G(T).

et Z sont tous les deux mélanges d’'échelle Gaussien au sens ,
large, aved, et f;, pour fonctions de mélange respectives, I'es-
timateur X.,m(Y") minimisant I'erreur quadratique moyenne

Si de plusdx et dz sont deux fois dérivables et log-
convexesdx zd% , — d%., > 0), la méthode du point
fixe Tp+1 = G(Ty) initialisée enz, € [0 ; 1] converge

(EQM) E[|| X — X||?] (i.e l'espérance conditionnellqqm, = vers un maximum de la densite a posteriori. Ceci est
E[X|Y][16]), peut &tre exprimé sous une forme simple faisant  dgemontré en dérivant deux fois la densité a posteriori;
appel ad + 1 intégrations suiR? (au lieu d'intégrations sur puis, utilisant le fait que la solution appartient a I'inte
R%). Cet estimateur peut &tre vu comme une double convolu- valle [0 ; 1] et quedy , < 0 ainsi que la log-convexité.
tion multiplicative entre un estimateur de Wiener (poulelq On montre qué&s est croissante, et que les maxima de la
X etZ seraient Gaussiens de covariances etb”I), les fonc- densité a posteriori sont les points fixes stable€'de

tions de méelangg, (a) et f,(b) et une ddp Gaussienne de cova- Si a contrariodx et d; sont log-concaves( est
riancea?A + b?I. Cette expression peut encore étre simplifiee décroissante et donc admet un point fixe unique. Toute-
dansle cas o\ < [ (|e siXetZ peUVent étre Conjointement fOiS, un a|gorithme de type point fixe ne convergera pas
blanChiS); bien entendu, dans le CaS)él:etZ sont GaUSSienS, forcément vers le point fixe (On peut obtenir une suite
on retrouve I'estimateur de Wienéf,, = (A + I)~*Ay. On oscillante).

trouvera plus de détails dans [9].
Toutefois, I'étude de [9] n'est plus valide lorsqué et/ou
Z n'est pas mélange d’échelle Gaussien au sens Iarge.r’autG

part, les integration numerigues necessaires peuvavirer méthode du point fixe est assurée dans le contexte de g&slan

couteu_se;. Dans ces cas, une approche_ de type mMaximuny.8cnelle Gaussiens. Enfin, 'approche du point fixe parg &

posteriori (MAP) est une bonne alternative. Rappelons QUE_+urellement étendue au casct 1: il suffit d'ecrire I'esti-

le MAP consiste a sélectionner la valedfr qui maximise mateur sous la form& - éy oU® est le produit
map map g

lf ddp a posteriorp.|y (z,y), la loi de Bayes conduisant a de Hadamard (ou terme a terme), et de raisonner compasante °

Xmap(y) = arg mfmxpx(x)pz (y —z). C’est précisément I'ap- composante.

proche adoptée dans [1-3]. Larésolution par la méthode du point fixe est celle emgdoy”
En exprimant les ddp d& et Z a l'aide de leurs générateurs dans [3], dans le cas o\ « I et ou~Z est Gaussien. On vient

respectifsdy et dz, puis en annulant le gradient ende la  de voir gu’elle s’étend a un cadre beaucoup plus largeteFou

densité a posteriori, on aboutit facilement & I'estimat&lAP  fois, elle souffre du fait que le maximum trouvé peut étresll.

Ceci estillustré par la figure 1.
Comme le générateur de densité d'un mélange d’échelle
aussien est décroissant et log-convexe, la convergentze d



dans I'observatioy” car les queues de la distributipr: sont
plus lourdes que celle de;. D'autre part, la discontinuité du
MAP gu’on apercoit figure 2(a) est une conséquence desFexi
tence de maxima locaux. En effet, pduy| faible, la densité a
posteriori ne fait apparaitre qu’un maximum qui est global
mesure qud|y|| augmente, un maximum local émerge, “loin”
du maximum global, et finit par devenir le maximum global.
Ceci est illustré figure 2(d) pour un RSB de 5 dB. Pour un RSB
) ) plus fort, cet effet disparait car le second maximum local g
FiG. 1 — lllustration de la fonctioiiz de (3), quandix etdz  tend a apparaitre” est proche du premier, et que ce saittav
sont_ décroissantes et log-convexes (ga_uche) ou log-wesca g |ors de la “transition” il n’eémerge pas : il y a toujours un
(droite). Dans le cas log-convexe, une stite, = G(Tx) sera  seyl maximum. C'est seulement/g|| plus fort qu’on retrouve
monotone, comme illustré en pointille& (est trait plein), et |5 situation a deux maxima, mais bien apres “transiti@eci
converge vers un point fixe stable. Dans le cas log-concave, bt jllustré figure 2(e) pour un RSB de 6.2 dB. A noter enfin que
point fixe est unique, mais l'algorithme précédent ne €ge  |estimateur de Wiener est trés différent des deux autaste-
pas forcément vers le point fixe. fois, en termes d’EQM 2(c), sur cet exemple précis, ce éerni
et le MAP ont les mémes performances. Mettre en ceuvre une

Ceci apparait de facon flagrante dans [3] : en effet la tensiapproche MAP n’est donc pas toujours la meilleur altereativ
Laplacienne deX diverge a l'origine (singularité intégrable). 3 I'estimateur EQMM.
Il s’en suit que le MAP devrait &tre nul, quelle que soit Fob
servationY'. Le point fixe obtenu dans [3], solution de (3), est
précisément un maximum local (cependant, on pourraibse p %8
ser la question du sens méme d’un estimateur identiqueme< 06/
nul). Une méthode d’optimisation plus fine, du type recisits  04r~
mulé, peut alors étre préférable pour déterminer leRMBe 0.2
type d’approche est laissée comme perspective.

Afin d'illustrer I'estimation MAP dans le contexte ellip-
tiguement distribué, considérons comme premier exeneple
cas d’'un vecteuX Student-t, bruité par un vecteur Student-t

vg, zt+d
dx z(r) « (1 + k:) > de degrés de liberte, , > 0
et aveck, , = vg ., —2sSiv,, > 2etk,, = 1 sinon.
Ce type de situation permet l'utilisation de I'approche ERQM
sous sa forme générique de [9] ; toutefois, I'approche NIAR 0 & &
met de s’affranchir des intégrations numériques qui pativ (d) (e)
étre coliteuses. De plus, en se placant dans le dadeer?1,

la résolution de (3) se ramene a la recherche de la soldgo
I'équation polynomiale de degré 3, + v. + 2d)||y|*z® —
(2vp + vz +3d)|ly[|* T2 + (0 ks (v2 +d) + (kz + [|y|1?) (v +
d))T — 0%k, (v, +d) = 0 pour laquelle on peut appliquer la
méthode de Cardan; il suffira de retenir les solutiondeéel
de les injecter dans la densité a posteriori et de retefi& ce
qui conduit au maximum. On peut donc ici s’affranchir de
I'approche point-fixe. Notons que la densité a posterieritp
etre décroissante, et donc la dérivée ne jamais s'anndil
faut donc ajouter la solutiom®@ = 0 aux racines trouvées
avant injection dans la densité a posteriori. Les figura$ &(
2(b) représentent I'amplitude du MAP (3) et celle des esatim

0 0

1

10

0
RSB
(©

&
[N
o
&
[N

FIG. 2 — Cas oUX et Z sont Student-tu, = 2.5 etr, = 10),

en dimensior = 5. (a) et (b) : amplitude des estimateurs MAP
(trait plein), ’'EQMM (tirets) et de Wiener (pointilléshdonc-

tion de||y|| et pour un RSB de 5dB et 6.2dB respectivement.
(b) : EQM normalisée des estimateurs en fonction du RSB. (c)
et (d) : densité a posteriori (amplitude arbitraire) poniREB

de 5dB et 6.2dB respectivement, et dans les||gdls= 3 (trait
plein), |ly|| = 4.5 ou 3.9 (tirets (c) et (d) respectivement) et
llyll = 5.5 (pointillés).

Le second exemple, figure 3, concerne le casXoiest
Student-r {, = 6) noyé dans du bruit Gaussien. Cet exemple
est typique du cas ou I'approche EQMM de [9] ne peut plus

teurs ’'EQMM et de Wiener, en fonction dg|, pour deux  ayre mise en ceuvre. Ici encore le MAP conduit & résoudee un
RSB difféerents. La figure 2(c) décrit 'EQM de ces estimate equation polynomiale de degré|||2 7° — ||y||2 72 — (02 (v, +

(EQM normalisée par la variance dg, ici do?) en fonction 9) + vy — d)T + 02(vs + 2) = 0 (toute configuration otk
. . _ 2 . xr xT - .

du rapport S|gngl—sur;bru|RSB = o°en dB. La der]sne a et Z sont tels quell ,/dx.z sont polynomiaux — Student,
posteriori, fonction d&r = x/|y[|, est également tracée pour G ssjen. .. — conduira a chercher les racines d’un paignd
plusieurs valeurs dgy| en figures 2(d) et 2(e), afin d'illus- | interprétation de ramplitude du MAP (figure 3(a)) estrsi
trer le probleme de I'existence d'éventuels maxma]otc@n laire & la précédente, avec cette f@isyant des queues de dis-
peut constater sur les amplitudes que le MAP_et I'estimateUipution plus lourdes quél. En terme d’EQM (figure 3(b)),
EQMM ont le méme type de comportement : faibles ppylf  contrairement au cas precédent, le MAP est bien meilleer q

faible et tendant vers 1 poyjy|| grand. Dans le cas de grandesgstimateur de Wiener et donc montre son intérét. La Bgur
valeurs dd|y||, ceci s’explique par le fait qu& est “dominant”
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3(c) représent& () = g dontle en perspective.

=2 2

. (=2l
02+“‘X( o2 )dz(<1—5>2uyu2)
w2 4, (-2 1vI2)

dx
MAP est point fixe (3). Dans le cas Studentr considére, Réferences
est monotone mais log-concave tandis gyeest aussi mono-
tone mais log-convexe. Cette figure illustre que dans ceegadr [1] T. I. Alecu, S. Voloshynovskiy, and T. Pun, “The Gaus-
G n’est plus forcément croissante et qu’'une approche de type sian transform of distributions : Definition, computation
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