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Résumé – Dans cette communication nous analysons l’identifiabilité du modèle trilinéaire d’un mélange de sources polarisées
enregistré sur une antenne de capteurs vectoriels, dans le cas « sous-déterminé » où le nombre de capteurs est inférieur au nombre
de sources. Une condition suffisante d’identifiabilité est donnée ainsi qu’une borne supérieure pour le nombre minimum de capteurs
nécessaire à l’identifiabilité du mélange.

Abstract – In this paper we analyze the identifiability of the trilinear model of a polarized source mixture recorded on a
vector sensor array, in the case where the number of sensors is smaller than the number of sources. A sufficient condition for
identifiability is given as well as an upper bound on the minimum number of sensors needed for mixture identifiability.

1 Introduction

Le problème de la séparation « aveugle » de sources dans
un mélange bilinéaire est un problème mal posé. Habituel-
lement, des contraintes supplémentaires telles que l’indé-
pendance, la parcimonie [1] ou la positivité [2] des sources
sont utilisées afin de régulariser le problème de séparation.
Une autre manière de rendre le problème bien posé est
d’utiliser une diversité supplémentaire, ce qui conduit na-
turellement à l’analyse multidimensionnelle des signaux et
à l’algèbre multilinéaire. Dans ce contexte, le modèle PA-
RAFAC a été employé pour la première fois en télécommu-
nications par Sidiropoulos [3] dans le cas des systèmes DS-
CDMA, suivi par d’autres auteurs [4, 5] qui ont proposé
différents schémas de diversités (diversité d’antenne, tem-
porelle, fréquentielle, etc.). Nous avons proposé dans [6]
l’utilisation de la polarisation comme troisième diversité.
L’avantage principal, par rapport aux autres types de di-
versités, est lié au fait que la polarisation est un paramètre
intrinsèque au champ électromagnétique ; elle n’est pour-
tant que peu exploitée actuellement. Nous avons égale-
ment obtenu des conditions suffisantes pour assurer l’iden-
tifiabilité du mélange polarisé dans le cas où le nombre des
capteurs est supérieur ou égal au nombre des sources.

Dans cette communication, nous établissons des condi-
tions suffisantes pour garantir l’identifiabilité du mélange
dans le cas où le nombre des sources dépasse le nombre
des capteurs vectoriels. Nous déterminons également une
borne supérieure sur le nombre minimum de capteurs né-

cessaires pour assurer cette identifiabilité.

2 Modèle de mélange de sources po-

larisées

ConsidéronsK sources électromagnétiques polarisées de
localisations spatiales distinctes qui arrivent sur une an-
tenne linéaire et uniforme de M capteurs vectoriels (ca-
pables d’enregistrer les six composantes du champ électro-
magnétique), espacés de ∆x sur l’axe x de l’espace phy-
sique. On suppose que les sources sont à bande étroite et
que leur propagation se fait dans un milieu isotrope et ho-
mogène. La direction d’arrivée (DDA) de la kième source
est donnée par deux paramètres, l’azimut φk ∈ [0, π) et
l’élévation ψk ∈ [−π/2, π/2] (mesurée à partir du plan
horizontal).

Chaque capteur vectoriel enregistre les trois composantes
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où la polarisation de la kième source est représentée par
son orientation αk ∈ ] − π/2, π/2] et son ellipticité βk ∈
] − π/4, π/4].

Sous l’hypothèse de champ lointain, la réponse spatiale
de l’antenne pour la kième source est donnée par le vecteur
directionnel : ak , a(φk, ψk) = [1, ak, · · · , aM−1

k ]T de
dimension (M × 1), avec ak = exp(jk0∆x cosφk cosψk) la
phase inter-capteurs et k0 le nombre d’onde. En notant
sk , [sk(t1), . . . , sk(tL)]T le kième vecteur signal tem-
porel, de dimension (L × 1), nous pouvons définir trois
matrices : A , [a1, . . . ,aK ], B , [b1, . . . ,bK ] et S ,

[s1, . . . , sK ], ce qui permet d’écrire les signaux enregistrés
sur la pième des six composantes de l’antenne selon :

Yp = ADp(B)ST + Np, p = 1, . . . , 6, (2)

avec Np la matrice du bruit sur la pième composante et
Dp(B) = diag(bp1, . . . , bpK) une matrice diagonale, conte-
nant la pième ligne de B sur sa diagonale principale. L’équa-
tion (2) exprime clairement une structure trilinéaire de
type PARAFAC du modèle de mélange.

3 Identifiabilité du mélange de

sources polarisées pour M < K

Pour l’étude de l’identifiabilité, on suppose que le mé-
lange est non bruité. Par définition, le modèle trilinéaire
de l’équation (2) est identifiable s’il est possible de retrou-
ver de manière unique (à une permutation et un facteur
d’échelle près) les trois matrices A,B et S. Nous avons
montré, dans [6] que pour identifier les sources dans le cas
M ≥ K, il suffit que les sources aient des DDAs distinctes
et que leurs signatures temporelles sk soient linéairement
indépendantes. Pour traiter le cas M < K, nous montrons
tout d’abord le théorème suivant :

Théorème 1 Le mélange trilinéaire dans (2) est identi-
fiable si la matrice S est de rang colonne plein et les deux
autres matrices A et B satisfont : kA > 1, kB > 1 et
rang(A) + kB > K + 1 (où kA et kB sont les rangs de
Kruskal 1 des matrices A et B) 2.

Démonstration La démonstration repose sur un
théorème démontré par Jiang et Sidiropoulos dans [7] qui
donne une condition nécessaire et suffisante d’unicité.

Théorème 2 (Jiang et Sidiropoulos [7]) Pour le mo-
dèle CP exprimé par (2), si S est de rang colonne plein,

1. Le rang de Kruskal (ou le k-rang) de A est égal à r (kA = r),
si tout ensemble de r colonnes de A est linéairement indépendant
mais cela n’est plus vrai pour r + 1 colonnes.

2. Le rôle de ces matrices pouvant être interchangé, la condition
rang(B) + kA > K + 1 fournit également une condition suffisante
pour l’identifiabilité.

la condition nécessaire et suffisante pour la décomposi-
tion unique de Yp est qu’aucune des combinaisons li-
néaires non-triviales 3 des colonnes du produit de Khatri-
Rao 4 A⊙B ne peut s’exprimer sous la forme d’un produit
tensoriel de deux vecteurs.

Pour démontrer le Théorème 1 nous employons le rai-
sonnement par l’absurde. Supposons donc que la décom-
position n’est pas unique. Cela implique (Théorème 2) que
l’on peut trouver deux vecteurs ā et b̄ tels que leur produit
vectoriel soit égal à la combinaison linéaire des colonnes
de A⊙ B, pondérée par les coefficients c1, . . . , cK .

Soit n le nombre d’éléments non-nuls parmi les {ck}
K
k=1

(n ≥ 2). Supposons, sans perte de généralité, que c1, . . . , cn
sont les n coefficients non-nuls. Notons Ã la matrice (M×
n) et B̃ la matrice (6× n) contenant respectivement les n
colonnes de A et B correspondant aux n coefficients non-
nuls. Soit c = [c1, c2, . . . , cn]

T , le vecteur des coefficients.
Etant donné le Théorème 2, notre hypothèse de départ

se traduit par :

(Ã ⊙ B̃)c = ā ⊙ b̄ , d̄ (3)

avec ā, b̄ et d̄, des vecteurs de tailles respectives M , P et
MP . Soit la matrice B̃ , [b1, . . . ,bn]. Selon la définition
du k-rang, on a :

min(n, kB) ≤ kB̃ ≤ rank(B̃). (4)

Dans la suite, nous analysons l’équation (3) dans les
deux cas d̄ = 0 et d̄ 6= 0.

Cas 1. Si d̄ = 0, alors les vecteurs ligne de la matrice
Ã diag(c), avec diag(c), une matrice diagonale contenant
les éléments du vecteur c sur sa diagonale principale, ap-
partiennent au sous-espace ker(b1, . . . ,bn). Le noyau ne
contient que le vecteur nul seulement si tous les vecteurs
ligne de Ã diag(c) sont nuls. Cependant, aucune colonne
de A ne peut être nulle car kA > 1. Puisque les coefficients
c1, . . . , cn sont tous différents de zéro, il existe au moins un
vecteur non-nul dans ker(b1, . . . ,bn), ce qui signifie que
n > kB.

L’équation (4) devient alors :

kB ≤ kB̃ ≤ rank(B̃). (5)

En utilisant la relation algébrique :

rank(B̃) + dim(ker(b1, . . . ,bn)) = n (6)

et l’équation (5), on obtient :

dim(ker(b1, . . . ,bn)) ≤ n− kB. (7)

Puisque les colonnes de Ã diag(c) appartiennent à
ker(b1, . . . ,bn), nous obtenons :

rank(Ã diag(c)) = rank(diag(c) ÃT ) ≤ dim(ker(b1, . . . ,bn))
(8)

3. Combinaison non-triviale : impliquant au moins deux colonnes.
4. Le produit de Khatri-Rao et le produit de Kronecker par co-

lonnes.



En utilisant l’équation (7) et le fait que la matrice carrée
diag(c) est de rang plein, (8) peut être simplifiée :

rank(Ã) ≤ dim(ker(b1, . . . ,bn)) ≤ n− kB. (9)

Puisque la matrice A contient toutes les colonnes de Ã

ainsi que les (K − n) autres colonnes, son rang ne peut
pas dépasser rank(Ã) +K − n :

rank(A) ≤ rank(Ã)+K−n ≤ (n−kB)+K−n = K−kB.
(10)

On obtient ainsi :

rank(A) + kB ≤ K < K + 1, (11)

ce qui contredit l’hypothèse du Théorème 1 .

Cas 2. Analysons maintenant le cas d̄ 6= 0. Notons qTm
la mième ligne de la matrice Ã diag(c) . L’équation (3)
peut s’exprimer alors comme :

B̃qm = āmb̄ with m = 1, . . . ,M, (12)

Le vecteur qm peut alors s’écrire comme nm + x avec
nm ∈ ker(b1, . . . ,bn), i.e. B̃nm = 0 où x est une solution
de l’équation B̃x = āmb̄, qui ne dépend pas de m. Comme
x est indépendant de nm, on obtient rank[q1, . . . ,qM ] =
rank[n1, . . . ,nM ] + 1, impliquant :

rank(Ã) ≤ dim(ker(b1, . . . ,bn)) + 1 ≤ n− kB + 1 (13)

De manière analogue à (10), nous obtenons :

rank(A) ≤ K − n+ rank(Ã) ≤ K − kB + 1. (14)

En conclusion,

rank(A) + kB ≤ K − kB + 1 + kB = K + 1, (15)

ce qui contredit l’hypothèse et complète ainsi la démons-
tration du Théorème 1. �

Un autre résultat important est fourni par Tan et al.
dans [9] sous la forme du lemme suivant :

Lemme 1 Les réponses d’un capteur vectoriel à trois sources
ayant des DDA différentes sont linéairement indépendantes ;
à quatre sources ayant des DDAs distinctes sont linéaire-
ment dépendantes seulement si les ellipticités des quatre
sources sont identiques ; les réponses à six sources quel-
conques sont linéairement dépendantes.

En s’appuyant sur le théorème 1 et le lemme 1, nous
énonçons, comme corollaire du théorème 1, des conditions
suffisantes pour l’identifiabilité du mélange dans le cas
M < K :

Corollaire 1 Sur une antenne vectorielle, siK ≥ 4 sources
polarisées ont des DDAs différentes et leurs signatures
temporelles sk sont linéairement indépendantes, alors la
condition M ≥ K−2 est suffisante pour assurer l’identifia-
bilité du mélange, à condition que l’ensemble des valeurs
d’ellipticité des sources contienne au minimum quatre va-
leurs différentes.

Démonstration La structure de Vandermonde de la
matrice A implique rang(A) = kA = min(M,K). Confor-
mément au Lemme 1, nous avons kB ≥ 3 et rang(B) ≤ 5.
Considérons d’abord le cas kB = 3. Si plus de trois va-
leurs différentes des ellipticités correspondent aux K ≥ 4
sources, le Lemme 1 nous assure que la matrice B contient
au moins quatre colonnes linéairement indépendantes, par
conséquent rang(B) ≥ 4. Puisque M ≥ K − 2, nous ob-
tenons kA + rank(B) ≥ K − 2 + 4 > K + 1 qui selon le
Théorème 1 est une condition suffisante d’identifiabilité.
Si kB ≥ 4, alors kA +rang(B) ≥ K−2+4 = K+2, ce qui
satisfait le Théorème 1 complétant ainsi la démonstration
du corollaire. �

Notons que si seulement trois ellipticités sont distinctes,
alors rang(B) = 3 et l’identifiabilité est garantie si M ≥
K−1. Cette relation fournit également la borne supérieure
du nombre minimum de capteurs nécessaires pour assurer
l’identifiabilité du modèle de mélange trilinéaire.

4 Exemple

Afin d’illustrer les résultats de la section 3, nous avons
simulé K = 4 sources polarisées, arrivant sur une an-
tenne de seulement M = 2 capteurs vectoriels, avec un
RSB = 20dB. Les séquences temporelles originales des
sources sont données par quatre « chirps » de L = 500
échantillons comme le montre la figure 1(a). En appli-
quant l’algorithme de décomposition tensorielle et en éli-
minant l’indétermination sur l’ordre des sources, on ob-
tient l’estimation des quatre signaux source donnée par la
figure 1(b). Les signaux récupérés correspondent bien aux
sources originales au signe près, puisque la normalisation
des sources ne permet pas de lever cette indétermination.

Sur la figure 2 nous avons représenté l’erreur quadra-
tique moyenne (EQM) de l’estimation des sources en fonc-
tion du nombre de capteurs, pour K = 4, 8 et 16 sources.
Pour K = 16, les angles d’élévation ont été tous fixés à
zéro et les azimuts prennent les valeurs respectives 10◦, 20◦,
. . . , 160◦. Des choix similaires ont été faits pour les deux
autres cas. Pour la figure 2(a) les orientation et les ellipti-
cités des sources ont été choisis aléatoirement, la condition
d’identifiabilité étant dans ce cas M ≥ K − 2 (Corollaire
1). Pour 2(b) les angles d’orientation des sources ont été
fixés à 45◦, et les ellipticités à 15◦, sauf pour une source
pour laquelle nous avons choisi α = −45◦ et β = −15◦.
Ces choix correspondent au cas défavorable étudié dans
[9] pour lequel la condition suffisante d’identifiabilité est
M ≥ K − 1. Les valeurs de M , ne permettant pas l’iden-
tifiabilité, ont donné lieu à des EQM très fortes, qui n’ont
pas été représentées sur la figure. On observe que les per-
formances se dégradent très rapidement lorsque le nombre
de capteurs vectoriels descend en dessous de la valeur suf-
fisante pour assurer l’unicité de la décomposition, ce qui
conforte les résultats théoriques. En autre, en comparant
les performances obtenues dans les deux cas, il apparaît
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Figure 1 – Séparation de quatre sources sur une antenne
de deux capteurs vectoriels, avec un SNR de 20dB.

que la polarisation influe de façon significative sur la qua-
lité des résultats.

5 Conclusions

Dans cette communication nous analysons les condi-
tions d’identifiabilité du mélange de sources polarisées,
enregistré sur une antenne vectorielle. Une condition suffi-
sante d’identifiabilité dans le cas où le nombre de capteurs
est inférieur au nombre de sources est donnée, ainsi qu’une
borne supérieure pour le nombre minimum de capteurs né-
cessaire à l’identifiabilité. Les résultats théoriques obtenus
sont validés par des simulations numériques.
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