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Résumé – On considère le problème de séparation du mélanges convolutifs par l’intermédiaire de l’optimisation de fonctions de
contraste. La construction de fonctions de contraste proposée est basée sur l’introduction d’un système de référence et généralise
un certain nombre de contraste existant. Elle concerne à la fois les ordres des cumulants et les types de signaux (i.i.d. ou non
i.i.d.). L’atout principale de la fonction de contraste proposée est son équivalence avec un critère de diagonalisation conjointe de
tenseurs sous contrainte d’un mélange para-unitaire.

Abstract – We consider the blind source separation problem for convolutive mixture through the optimization of contrast
function. We define a new contrast function using so-called reference signals. This generalizes a few existing results about the
cumulants order and the source signals. An important point is that the proposed contrast is shown to be equivalent to a quadratic
criterion of joint diagonalization of tensors using para-unitary mixture.

1 Introduction

Nous considérons le problème de la séparation de sources
dans un cadre de mélange convolutif de signaux aléatoires
statistiquement indépendants. Les fonctions de contraste
associées à un modèle de séparation de sources offrent un
cadre théorique intéressant car non seulement elles per-
mettent de fixer les conditions d’identifiabilité mais en-
core constituent des critères de séparation dont l’optimi-
sation résoudra le problème. Disposant d’une fonction de
contraste, il s’agira alors d’utiliser ou de construire un al-
gorithme d’optimisation adapté.

Très souvent les fonctions de contraste, comme dans
cette communication, dépendent des cumulants d’ordre
supérieur à deux des signaux considérés. Les cumulants
d’ordre deux sont au préalable utilisés pour réaliser l’opé-
ration classique de blanchiment des observations qui per-
mettra entre autre de contraindre le système de sépara-
tion à une classe particulière. Dans le cadre des mélanges
instantanés, relativement récemment, une généralisation
[5] a permis d’inclure les contrastes à la base des algo-
rithmes ICA [8], JADE [6] et STOTD [7] dans une même
famille. Cela a encore permis de généraliser le lien exis-
tant entre ce type de contrastes et des critères quadra-
tiques de diagonalisation conjointe [5] de matrices ou de
tenseurs. Par ailleurs, encore plus récemment, la notion
de fonctions de contraste à base de signaux de référence
est apparue [9][10][11][12]. Un des avantages de ce type
de contraste est de permettre une procédure d’optimisa-
tion a priori simplifiée [10]. Dans [9] l’étude concerne des
mélanges instantanés et un lien avec un critère de diago-
nalisation conjointe est présenté. Dans [12][10], il s’agit de
contrastes pour des mélanges convolutifs permettant l’ex-
traction des signaux sources un par un par une procédure
de déflation.

Dans cette communication, notre objectif principal est
de poursuivre la généralisation des fonctions de contraste
à base de signaux de référence dans un cadre de mélange
convolutif. En particulier, nous généralisons des résultats
présentés dans [5][11] et soulignons un lien intéressant avec
un critère de diagonalisation conjointe. Enfin, nous présen-
tons quelques résultats de simulations informatiques.

2 Formulation du problème

On considère le modèle de mélange convolutif suivant

x(n) =
∑

k∈Z
M(n− k)s(k). (1)

où s(n) est le vecteur des signaux sources de taille N × 1
dont les composantes sont supposées inobservables et mu-
tuellement statistiquement indépendantes, x(n) le vecteur
de taille Q×1, Q ≥ N des observations et M(n) la réponse
impulsionnelle multi-dimensionnelle Q×N du système li-
néaire et invariant dans le temps mélangeant.

Les signaux sources seront supposés dans toute la suite
de cumulant d’ordre considéré non nul. Le système mé-
langeant, quant à lui, est classiquement supposé stable et
inversible (à gauche).

Le but de la séparation est d’identifier “l’inverse” du
filtre de mélange M(n). Cela se fait grâce à l’estimation
d’un filtre H(n) de taille N×Q de séparation agissant sur
les observations x(n). On définit alors le système global
par

G(z) = {H ∗M}(n)

où {· ∗ ·} est le produit de convolution à temps discret.
On dit avoir résolu le problème de la séparation de source
lorsqu’on a déterminé un système H(n) de telle sorte que
la fonction de transfert G(z) du filtre global (transformée
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en z de la réponse impulsionnelle G(n)) se factorise sous
la forme :

G(z) = PDiag(d1(z), . . . , dN (z)). (2)

où P est une matrice de permutation, di(z), i ∈ {1, . . . , N}
sont des filtres scalaires et Diag(·) la matrice diagonale
construite à partir de ses arguments. Ainsi, après sépara-
tion, on obtient en sortie

y(n) =
∑

k∈Z
H(n− k)x(k) =

∑

k∈Z
G(k)s(n− k)

des filtrées des signaux sources dans un ordre en général
différent.

Dans ce but, une pré-étape classique consiste à réaliser
un blanchiment des observations. Après ce blanchiment,
on montre que l’on peut rechercher une solution sous la
condition que le filtre global soit para-unitaire, i.e.

GH(1/z∗)G(z) = IN .

Nous considérons dans toute la suite qu’un tel blanchiment
a été réalisé. On ne considérera donc que des systèmes
para-unitaires.

3 Fonction de contraste

Plusieurs méthodes existent pour résoudre le problème
de la séparation de sources, nous nous basons dans ce pa-
pier sur l’optimisation de fonctions de contraste. Par défi-
nition, elles constituent des critères de séparation dans le
sens où leur maximisation (globale) résout le problème.

Dans ce papier, nous proposons une famille de contraste
basée sur l’introduction d’un signal de référence noté z(n)
obtenue par filtrage des observations par un filtre Hr(n)
appelé filtre de référence.

Nous considérons des cumulants croisés d’ordre R où
(R− c) variables sont fixées, définis de la façon suivante

CR,c,zj
{yi(n)} =

Cum{yi(n), . . . , yi(n)︸ ︷︷ ︸
c fois

, zj1(n), . . . , zjR−c
(n)︸ ︷︷ ︸

R−c fois

}, (3)

avec R ≥ 3 et c ≥ 2, tels que ∀f ∈ {1, . . . , R − c} et
∀jf ∈ {1, . . . , N}, zjf

(n) sont des signaux donnés.
On introduit les deux grandeurs suivantes

Csup
R,c,j,l = sup

k1,k2∈Z2
|CR,c,zj

{sl(n− k1), sl(n− k2)}|

C̃sup
R,c,j,l = sup

||{G̃il}||l=1

|CR,c,zj
{{G̃il}sl(n)}|.

Elles sont supposées vérifier

Hypothèse 1

∀l ∈ {1, . . . , N}, j ∈ J, il existe k1
jl, k2

jl et Hil tels que :

Csup
R,c,j,l = |CR,c,zj

{sl(n− k1
jl), sl(n− k2

jl)}| < +∞ (4)

C̃sup
R,c,j,l = |CR,c,zj

{{Hil}sl(n)}| < +∞. (5)

Nous proposons alors la résultat suivant.

Proposition 1 Dans un cadre de système de mélange para-
unitaire, le fonction

IR,c,z{y(n)} =
∑

j∈J

N∑

i=1

|CR,c,zj
{yi(n)}|2, (6)

où j = (j1, . . . , jR−c) ∈ J et J = {1, . . . , N}R−c, est une
fonction de contraste quelque soit le signal de référence
z(n).

La preuve est reportée dans une communication future.
Dans une certaine mesure le contraste précédent peut

apparâıtre comme plus“compliqué”que les contrastes exis-
tants. Cependant, comme nous allons maintenant le mon-
trer, son principal atout est qu’il possède une équivalence
avec un critère de diagonalisation conjointe de tenseurs.
A cette fin, nous considérons maintenant que des filtres
à réponse impulsionnelle finie (RIF). Le filtre de mélange
M(n) ainsi que le filtre séparateur H(n) seront de lon-
gueurs respectives L et D.

Pour tout j ∈ {1, . . . , c}, nous définissons H̃ilj de la
façon suivante

H̃ilj =
(
Hilj (0) Hilj (1) . . . Hilj (D − 1)

)
,

les éléments de la matrice la matrice H̃ de taille N ×ND
et nous définissons x̃lj par

x̃lj (n) =
(
xlj (n) xlj (n− 1) . . . xlj (n−D + 1)

)T
.

Ainsi, la sortie du filtre global s’exprime alors par un
simple produit :

y(n) = H̃x̃(n) .

Nous proposons le résultat suivant.

Proposition 2 Soit TK un ensemble de K = card{J}
tenseurs d’ordre c défini pour tout j ∈ J par

T j
l1...lc

= CR,c,zj
{x̃l1(n), . . . , x̃H

lc (n)}
avec R ≥ 3 et c ≥ 2 alors si H(n) est un filtre para-
unitaire, nous avons l’équivalence :

IR,c,z{y(n)} =
K∑

k=1

(
N∑

i=1

|(Tk)H
i,...,i|2).

où

(Tk)H
i,...,i =

∑

j1,...,jc

Hij1(n) . . . Hijc
(n)(Tk)j1,...,jc

.

Ainsi le contraste proposé est équivalent à la diagonalisa-
tion conjointe d’un ensemble de K tenseurs. Pour c quel-
conque les tenseurs à diagonaliser sont “carrés” de dimen-
sion ND. Dans le cas où c = 2 l’algorithme JADE [6]
peut être utilisé et dans le cas c = 3 l’algorithme STOTD
[15] peut être utilisé. On obtient une matrice séparante
notée V de taille ND ×ND qui correspond à l’estimé de
H̃, “pseudo-inverse” de la matrice M̃, où M̃ est de taille
ND×N(L + D− 1) et est définie de manière identique à
H̃.
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4 Simulations informatiques

Dans le cadre des travaux présentés, le bruit n’est pas
pris en compte au cours de l’étude des méthodes proposées
et il apparâıt simplement comme une perturbation. Les
coefficients du système de référence ont été choisis de ma-
nière aléatoire selon une distribution normale et le système
de mélange a été choisi para-unitaire. Dans toutes les expé-
riences, nous avons considéré trois signaux sources N = 3,
qui ont été mélangés à l’aide d’un filtre RIF para-unitaire
de taille (N,Q) de longueur L = 3. Par conséquent, le
nombre de signaux observés est Q = 3. Les résultats du
critère proposé sont obtenus à l’aide d’un algorithme de
diagonalisation conjointe (JADE, pour c = 2).

Le signal de référence zjf
(n), f ∈ {1, . . . , R − c} est

la jf ème composante du signal de sortie d’un filtre RIF
H(f)

r de taille (N, N) et de longueur L = 3 appliqué aux
signaux d’observations. Les coefficients de ce filtre RIF
ont été également choisis de manière aléatoire en utilisant
une distribution normale. Ici tous les signaux de référence
zjf

(n) ont été choisis égaux : ∀f, zjf
(n) = zj(n). Pour

toutes les expériences, nous considérons R = 4 et c = 2.
Le contraste proposé s’écrit alors

I4,2,z{y(n)} =
N∑

j=1

N∑

i=1

|Cum{yi(n), yi(n), zj(n), zj(n)}|2.

Le critère de performance est évalué en utilisant 100 réa-
lisations de Monte-Carlo. Pour des signaux sources de
type i.i.d. nous avons choisi l’erreur quadratique moyenne
(EQM) sur chaque signaux sources. Pour des signaux sources
non i.i.d, on utilise un critère de séparation insensible aux
ambigüıtés par filtrage SISO défini dans [12]. Ainsi, pour
la i ème source extraite, défini à partir de la i ème ligne
du filtre global, notée Gi(z) = (Gi1(z), . . . , GiN (z)) pour
tout i ∈ {1, . . . , N} on pose

τi = 1− maxj>i ‖Gij‖2j∑
j ‖Gij‖2j

. (7)

La séparation de la i ème source est réussie lorsque la i ème
ligne du filtre global ne contient qu’une seule composante
non nulle. Ci-après, nous décrivons les deux modèles de
signaux sources utilisés dans nos simulations.
ARCH(P) Modèle Auto-Régressive à Hétéroscédasticité

Conditionnelle d’ordre P. Ceux sont des modèles mul-
tiplicatifs générés comme suit : chaque source si(n)
s’écrit comme un produit

si(n) = ai(n)ξi(n),

où ξi(n) est un processus i.i.d. gaussien normalisé. Le
signal ai(n) est un signal de type MA. Il s’agit alors
de sources de type volatilité stochastique. Lorsque
ai(n) est positive et satisfait l’équation ń auto-régressive
ż suivante :

a2
i (n) = α0 +

P∑

k=1

αks2
i (n− i),

(avec αi ∈ R ) ce type de signaux sont souvent uti-
lisés dans les domaines de l’économie et de la finance.

CPM Les Pseudo-symboles des signaux modulés par phase
continue CPM (Continuous Phase Modulated) sont
des signaux de module unité définis par la relation

si(n + 1) = exp(jπhiai(n))si(n),

où hi ∈ [0, 1] est l’indice de modulation et ai(n) est
une séquence i.i.d. de symbole binaire. Ce type de
signaux est utilisé dans le système européen de télé-
phones mobiles de seconde génération (GSM), ainsi
que dans de nombreux système de communications.

Nous considérons l’évolution de la fonction de réparti-
tion, permet de classer les 100 réalisations par ordre crois-
sant des valeurs médianes empiriques des critères τ1, τ2

et τ3 pour les trois differentes sources non i.i.d (Volatilité
Stochastique, ARCH, CPM) sur la figure 1. Nous avons
environ 20

Le tableau 1 donne l’EQM des trois sources estimées
de type Volatilité Stochastique ainsi que les critères τi en
fonction du nombre d’échantillons K. Comme on l’observe
classiquement les performances sont d’autant meilleures
que le nombre d’échantillons est grand.

La figure 2 représente l’évolution de la fonction de ré-
partition, des valeurs empiriques τi et l’EQM pour des
sources Volatilité Stochastique .

Tab. 1 – L’EQM et τi pour sources non i.i.d. De type vo-
latilité stochastique en fonction du nombre d’échantillons.

K 5000 20000 30000 50000
1.11 10−2 2.4 10−3 1.0 10−3 7.89 10−4

EQM 7.00 10−3 1.9 10−3 1.4 10−3 9.1 10−4

7.5 10−3 1.9 10−3 1.3 10−3 6.97 10−4

8.510−2 1.7 10−3 7.5 10−4 5.6 10−4

τ 5 10−2 1.3 10−3 8.9 10−4 5.38 10−4

4.8 10−2 1.3 10−3 9.1 10−4 4.8 10−4

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
10

−4

10
−2

10
0

Stochastique Volatilité

τ i

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
10
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10
0

ARCH

τ i

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
10

−4

10
−2

10
0

CPM

100 réalisation de Mont Carlot

τ i

Fig. 1 – L’évolution de la fonction de répartition des τi

pour les signaux non i.i.d. (Volatilité Stochastique, ARCH,
CPM).
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Fig. 2 – L’évolution de la fonction de répartition des τi

et de MSEi pour un signal non i.i.d (Volatilité Stochas-
tique).

Dans le tableau 2 nous étudions l’influence des itérations
sur les performances. Comme prévu ce critère ne dépend
relativement pas du choix des signaux référence donc les
performances sont plus stables.

Tab. 2 – Le critère τi pour les trois sources non i.i.d de
type ARCH et CPM en fonction du nombre d’itérations
sur 100 réalisations de Monte-Carlo.

Ni 1 2 3 4
8.610−3 9.6 10−3 5.8 10−3 8.910−3

ARCH 5 10−3 5.3 10−3 4.0 10−3 5.2 10−3

5.2 10−3 5.1 10−3 4.9 10−3 5.1 10−3

7 10−3 8.4 10−3 5.8 10−3 7.3 10−3

CPM 4.5 10−3 4.3 10−3 4.4 10−3 4.1 10−3

4.8 10−3 3.8 10−3 4.1 10−3 4.1 10−3
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