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Résumé – La classification supervisée bayésienne de signaux, avec modèle génératif, comporte typiquement deux difficultés. La première est

liée à la modélisation statistique des classes (c’est-à-dire à la définition de distributions a priori pour les paramètres). La seconde provient des

difficultés liées au calcul bayésien. Dans cet article, nous proposons un a priori non paramétrique de type «mélange infini de distributions »

connu sous le nom de mélange de processus de Dirichlet, ainsi qu’un algorithme de calcul bayésien par chaînes de Markov adapté. Ce couple

modèle/algorithme est appliqué à la classification de données altimétriques radar.

Abstract – Generative bayesian supervised classification of signals is made difficult by two main issues. The first is related to the definition

of a convenient prior distribution for the signal parameter. The second is in computing the quantities needed to perform the classification. In

this paper, we propose a nonparametric prior known as the Dirichlet Process Mixture, as well as a suited Monte Carlo Markov Chain algorithm.

These model and algorithm are applied to the classification of radar altimetry data.

1 Introduction

Supposons que l’on souhaite classer des signaux (données

vectorielles) en K classes. Dans le contexte supervisé, on sup-

pose en outre qu’un ensemble d’apprentissage est disponible,

notéXj = {x1,j , . . ., xNj ,j} pour chaque classe j = 1, . . . , K .

Pour chacune des classes, on suppose le modèle génératif des

données suivant

xi,j = Fj(θi,j) + ǫi,j (1)

où le paramètre vectoriels θi,j appartient à l’espace Θj , i =
1, . . . , Nj et ǫi,j est un bruit aléatoire, supposé additif ici à

titre d’exemple. En termes statistiques,

xi,j ∼ Lj(xi,j |θi,j) (2)

où Lj est la vraisembance spécifique à la classe numéro j, pour

le paramètre θi,j . Le but de l’apprentissage bayésien est d’ap-

prendre la distribution de θi,j à partir de l’ensemble d’appren-

tissage Xj , pour chaque classe j = 1, . . . , K .

Approche paramétrique hiérarchique. L’approche paramé-

trique hiérarchique consiste à définir une distribution a priori

sur l’espace du paramètre Θj , notée gj(θj |φj), d’hyperpara-
mètre φj . La distribution a posteriori du paramètre est alors

p(θj |Xj) =

∫
gj(θj |φj)p(φj|Xj)dφj (3)

où, par la règle de Bayes, p(φj |Xj) =∫
. . .

∫
p(θ1,j , . . . , θNj ,j,φj |Xj)dθ1,j . . . dθNj ,j (4)

où p(θ1,j , . . . , θNj,j ,φj |Xj) =

hj(φj)

Nj∏
i=1

[
Lj(xi,j |θi,j)gj(θi,j |φj)

]
(5)

On voit que l’apprentissage de la distribution a posteriori du

paramètre de chaque classe nécessite la définition d’une dis-

tribution a priori sur l’hyperparamètre, notée hj(φj). Quand

p(θj |Xj) est apprise, une nouvelle donnée x est affectée à la

classe de plus forte vraisemblance1 p(x|Xj), j = 1, . . . , K , où

p(x|Xj) =

∫
Lj(x|θj)p(θj |Xj)dθj (6)

Cette approche peut être mise en œuvre à l’aide de l’algorithme

MCMC présenté dans [4]. Un défaut de cette approche est de

vouloir modéliser la distribution du paramètre par une distri-

bution a priori paramétrique gj(θj |φj), dont le choix peut être

extrêmement arbitraire dans les applications.

Approche proposée. Nous proposons une modélisation plus

flexible, plus robuste et numériquement accessible, de la dis-

tribution du paramètre. Elle repose sur un modèle de mélange

infini, dont la distribution de mélange est un processus de Diri-

chlet (DP).

2 Processus de Dirichlet et mélanges

Les DP [6, 1] peuvent être vus comme des distributions sur

l’espace des distributions. Plus précisément, considérons une

distribution de probabilité F0 définie sur un espace mesurable

(Θ,Θ). Une distribution F sur (Θ,Θ) est dite distribuée selon

un DP (noté F ∼ DP(F; α, F0)) si, pour A1, . . . , Am ∈ Θ

formant une partition de Θ, on a

[F(A1), . . . , F(Am)] ∼ D
(
·; αF0(A1), . . . , αF0(Am)

)
(7)

oùD est la distribution de Dirichlet habituelle. Les DP ont deux

paramètres : la distribution de base F0 et le paramètre α > 0.

1Nous supposons que toutes les classes ont la même probabilité a priori.
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Une réalisation F d’un DP est presque sûrement discrète [1], et

presque sûrement,

F(dψ) =
∞∑

k=1

ωkδUk
(dψ) (8)

La représentation stick breaking fournit les poids ωk et les po-

sitions Uk, en répétant pour k = 1, 2, . . ., les étapes suivantes :

1) Echantillonner Uk ∼ F0(·) et 2) Echantillonner βk ∼

B(1, α) puis calculer ωk = βk

∏k−1
k′=1(1−βk′), où B est la dis-

tribution beta. On voit que F0 détermine les positions des com-

posantes discrètes de F, tandis que α règle la variance des poids

ωk. Les DP sont particulièrement adaptés à l’échantillonnage

conditionnel. En effet, considérons un ensemble de variables

{ψ1, . . . ,ψN} dans Ψ i.i.d selon F(·), où F ∼ DP(F; α, F0).
Alors, pour i = 1, . . . , N ,

P(dψi|ψ−i, F0, α) =
α

α+N−1F0(dψi) + 1
α+N−1

∑T

i′=1 i′ 6=i δψi′
(dψi)

(9)

où ψ−i = {ψi′}i′=1,...,N , i′ 6=i. Cette formule est connue sous

le nom d’urne de Polya [2].

Mélanges par Processus de Dirichlet. Une variable aléa-

toire θ est distribuée selon un mélange par DP (DPM) quand

elle est générée ainsi :

1. Echantillonner F ∼ DP(F; α, F0)
2. Echantillonnerψ ∼ F(·)
3. Echantillonner θ ∼ f(θ|ψ)

La répétition des étapes 2) et 3) génère une famille de variables

aléatoires distribuées selon le DPM de densités f(·|·). Chaque
itération de l’étape 2) génère un paramètreψi qui détermine le

cluster auquel θi est affecté. Considérant l’urne de Polya, nous

remarquons que plusieurs ψi partagent la même position dans

l’espace des paramètres. Dans la représentation stick-breaking,

nous voyons que les positions sont Uk avec la probabilité ωk.

Comme pour les mélanges finis, il est possible d’introduire

des variables latentes zt pour chaque θi (i = 1, . . . , N ). Cela

consiste à remplacer l’étape 2) ci-dessus par

2.1) Echantillonner z ∼ P(z|F) où P(z = k|F) = ωk. Le

poids ωk vient de la représentation stick-breaking de F.

2.2) Affecterψ ← Uz , où Uz vient de la représentation stick-

breaking de F.

Enfin, en notant le DPM par G(dθ) on a :

G(dθ) =

∫

Θ

F (dθ|ψ) dF(ψ) with F ∼ DP(F; F0, α)

(10)

où F (·|ψ) est la distribution de densité f(·|ψ) sous la mesure

dominante.

3 Modéliser la ditribution du paramètre

par un DPM

Dans cette section, nous remplaçons la distribution a priori

du paramètre
∫
Φ

g(θ|φ)h(φ)dφ , introduite à la section 1 par

le DPM G(dθ). Par soucis de clarté des notations, l’indice de

classe est omis. Des calculs similaires sont effectués indépen-

damment dans chaque classe. Nous considérons le modèle hié-

rarchique, pour chaque classe

F ∼ DP
(
F; F0, α) (11)

ψi ∼ F (12)

θi ∼ f(θi|ψi) (13)

xi ∼ L(xi|θi) (14)

Il est possible d’écrire la distribution a posteriori du paramètre

(en introduisant les variables latentes z = [z1, . . . , zn] et les
positions des clusters U = {U1, U2, . . .}),

p(θ|X) =

∫ ∑
z

p(θ, z,U|X)dU

=

∫ ∑
z,z

f(θ|Uz)P(z|z)P(dU, z|X)
(15)

où P(z|z) vérifie P(z = k|z) = 1
N

∑N

i=1 δk,zi
. La distribution

a posteriori des paramètres suit

P(dU, z|X) =

∫

ΘN

P(dθ, dU, z|X)

∝

∫

ΘN

DP(F; F0, α)

N∏
i=1

L(xi|θi)f(θi|Uzi
)

(16)

L’inférence est effectuée en appliquant l’algorithme ci-dessous.

Algorithme 1: Apprentissage bayésien par MCMC

% Step 0 : Initialisation

– Pour i = 1, . . . , N , échantillonner eψ
(0)

∼ p(ψ|eψ
(0)

1 , . . . , eψ
(0)

i−1)

par l’urne de Polya et en déduire ez(0) et eU(0)

– Pour i = 1, . . . , N , échantillonner eθ(0)

i
∼ f(θ|eψ

(0)

i
)

% Step 1 : Itérations Pour l = 1, . . . , L, faire

1.1- Échantillonner ez(l) ∼ P(z| eU(l−1), eθ
(l−1)

) directement (dans
le cas où F0 et f(·|·) sont conjuguée) ou par un pas de Métropolis-
Hastings (MH)

1.2- Échantillonner eU(l) ∼ p(U|ez(l), eθ
(l−1)

), directement ou par
un pas de MH

1.3- Échantillonner eθ
(l)

∼ p(θ|ez(l), eU(l)) : pour i = 1, . . . , N ,

échantillonner par un pas de MH eθ(l)

i
∼ p(θi|xi, eU (l)

ez
(l)
i

) ∝

L(xi|θi)f(θi|eU (l)

ez
(l)
i

)

1.4- Échantillonner eξ(l) ∼ P(ξ|ez(l)) tel que P(ξ = k|ez(l)) =
1

N

P
N

i=1
δ
k,ez

(l)
i

1.5- Échantillonner eθ(l) ∼ f(θ|eU (l)

e
ξ
(l) )

1.6- (Optionel) Echantillonner les hyperparamètres de F0 et α

Les étapes 1.1 et 1.2 de l’algorithme ci-dessus sont effecu-

tées selon l’une des procédures proposées dans [8], et l’hyper-

paramètre α peut être mis à jour selon la technique de [9]. Une

remarque d’une grande utilité pratique est que le processus de

Dirichlet est représenté sous la forme de centroïdes de clusters

U et de variables latentes z. Cette paramétrisation fait qu’au-

cune troncature de la représentation stick breaking n’est réali-

sée explicitement : seuls les clusters actifs sont mis à jour dans

l’algorithme (le clusters j est actif si au moins un paramètre θi

y est associé par la variable latente zi = j).
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4 Application à la classification de don-

nées altimétriques radar

Le satellite Poseïdon est équipé d’un radar altimétrique four-

nissant des données sous forme de séries temporelles de lon-

gueur utile T = 104 échantillons, dont 10 sont représentées à la

figure 1. Elles peuvent être décrites par le modèle de Hayne [3,

7, 5], valable pour les zones d’océans, avec

xt = F (t, θ)ǫt, t = 1, . . . , T (17)

où le bruit ǫt est blanc de distribution gamma Ga(100, 100) et

F (t, θ) = Pn +
aζσ0

2

[
1 + erf

(
t−τ−cζσ2

c√
2σc

)]

exp
[
−cζ

(
t− τ −

cζσ2
c

2

)] (18)

avec

aζ = exp

(
−4 sin2 ζ

ξ2

)
(19)

cζ = ξ1

[
cos(2ζ)−

sin2(2ζ)

ξ2

]
(20)

Le vecteur paramètre inconnu est

θ = [τ/τ ref, σ0/σref

0 , SWH/SWH
ref, ζ/ζ ref] ∈ Θ ⊂ R

4

avec τ > 0 le temps de propagation de l’onde radar, σ0 > 0
un coefficient de rétrodiffusion spécifique à la zone d’océan

observée, SWH = 2clightσs où σ2
s = σ2

c − σ2
p (clight est la vitesse

de la lumière et σ2
p est connu) est la hauteur des vagues et ζ est

l’angle de dépointage de l’antenne. Toutes les autres grandeurs

sont connues. La vraisemblance est donc

L(x|θ) ∝ exp

(
−L

T∑
t=1

[
log F (t, θ) +

xt

F (t, θ)

])
(21)

La distribution de mélange est supposée gaussienne f(θ|ψ) =
N (µ, Σ) où ψ = {µ, Σ} contient le vecteur moyenne µ et la

matrice de covariance Σ. Par simplicité, nous supposons que

F0 est une normale inverse Wishart

F0(ψ) = N (µ; µ0, Σ/κ0)IW(Σ; ν0, Λ0), (22)

où µ0, κ0, ν0, Λ0 sont des hyperparamètres.

L’algorithme 1 est mis en œuvre ici, dans une version où les

hyperparamètres κ0, ν0 et Λ0 sont pourvus de distributions a

priori et échantillonnés dans l’étape 1.6 de l’algorithme 1.
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FIG. 1 – Dix signaux radar altimétriques obtenus au dessus

d’océans.

Afin de vérifier la capacité de l’algorithme et du modèle à

bien apprendre la distribution a posterior du paramètre, nous

avons effectué 100 exécutions de l’algorithme 1 pour N = 100
signaux d’apprentissage sur 5000 itérations, dont 3000 itéra-

tions de chauffage. Pour chaque exécution, les estimées θ̂
MMSE

i

ont été comparées aux valeurs θ
gt
i utilisées pour synthétiser les

données (pour i = 1, . . . , 100) via l’indice d’erreur quadratique

Errθ(N) =
1

N

N∑
i=1

(θ̂
MMSE

i − θgt
i )TS−1(θ̂

MMSE

i − θgt
i ) (23)

où S
−1 = diag(τ ref, σref

0 , SWHref, ζ ref) et

θ̂
MMSE

i = (L− Lburn in)
−1

L∑
l=Lburn in+1

θ̃
(l)

i (24)

La moyenne sur 100 exécutions de Errθ(N) est de 0.109 avec

un écart type de 0.063. La figure 2 montre l’évolution moyenne

de l’estimation au cours des itérations.
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FIG. 2 – Evolution de l’erreur quadratique moyenne du para-

mètre θi, i = 1, . . . , 100 au cours des 5000 itérations de l’al-

gorithme MCMC, moyenné sur 100 exécutions. Les courbes

pointillées représentent l’intervalle de 95% de confiance (±2
écart-types).

La figure 3 représente les histogrammes des quatre comp-

santes des échantillons θ̃(l), l ∈ {3001, . . . , 5000} pour une

exécution typique de l’algorithme 1, ainsi que les densités de

probabilité utilisées pour générer les valeurs des paramètres

utilisés en simulation. Dans le cas du troisième paramètre, le

mélange de processus de Dirichlet a permis de bien apprendre

les deux modes de la distribution. La figure 4 représente le

même type de résultats, dans le cas où seuls N = 10 signaux

d’apprentissage sont utilisés. Là encore, on voit que le modèle

de DPM apprend bien la distribution du paramètre. L’histo-

gramme de la composante 3 n’est pas bimodal, ce qui montre

que le modèle régularise bien lorsque le nombre de données

d’apprentissage est faible. Mettre deux modes serait revenu à

faire une hypothèse forte compte tenu de la faible information

disponible. Enfin, la figure 5 représente ces histogrammes dans

le cas où N = 100 données d’apprentissage réelles sont utili-

sées.

5 Discussion, Conclusion et Perspectives
La modélisation proposée permet une grande flexibilité tout

en contrôlant la complexité du modèle. Les simulations ont
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FIG. 3 – En noir, histogrammes des quatre composantes du

vecteur paramètre calculés à partir des échantillons θ̃(l) pour

l ∈ {3001, . . . , 5000}. En bleu, densités de probabilité utili-

sées pour tirer les quatre paramètres (représentés par les croix

rouges) lors de la synthèse des N = 100 signaux.

montré qu’il était possible d’apprendre des distributions mul-

timodales ou plus généralement, non gaussiennes. Le choix

de la distribution de base F0 est peu contraignant en pratique,

en particulier du fait que ses paramètres sont estimés aussi.

Les résultats de simulation présentés montrent la capacité d’ap-

prentissage du modèle, dont découle directement l’efficacité de

classification. L’algorithme MCMC proposé est assez simple à

mettre en œuvre, et il peut s’écrire sous forme générique pour

la plupart des étapes.

La suite de ce travail consiste à développer un algorithme de

type Monte Carlo Séquentiel pour accélérer la convergence de

l’algorithme MCMC présenté ici, et de traiter d’autres appli-

cations de classification supervisée où un modèle génératif est

disponible.
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