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Résumé — Dans cet article, nous nous intéressons au probleme de la probabilité de coupure symbole (PCS) définie comme
la probabilité d’observer une certaine probabilité d’erreur symbole (PES) dans un canal & évanouissement plat et en présence
d’effet de masquage long terme (shadowing). Nous considérons un systéme multi-antennaire & I’émission et & la réception (MIMO)
dans un environnement présentant simultanément des évanouissements rapides (canal de Nakagami), et un effet de masque long
terme de type log-normal. Notre contribution consiste dans 1’obtention d’une nouvelle approximation simple et tres précise de
la probabilité d’erreur d’un signal & modulation de phase & M états (MDP-M), qui facilite la dérivation de la PCS en présence
d’effet de masquage log-normal.

Abstract — In this paper, we address the problem of finding a tractable expression of symbol error outage (SEO) defined
as the probability that the symbol error probability (SEP) exceeds a certain threshold over a fading channel in a shadowing
environment. We consider a multiple-input multiple-output (MIMO) system in a Nakagami-m fading channel with lognormal
shadowing. Our contribution is two-fold: 1) a simple tight approximation of the SEP for M-ary phase shift Keying (M-PSK)
over a frequency-flat Nakagami-m fading channel is derived which 2) allows the derivation of a tight approximation of the SEO
in presence of lognormal shadowing

1 Introduction d’émission pour que le terminale puisse avoir un taux d’er-
reur symbole (TES) cible permettant & son application de
fonctionner.

Pour obtenir une expression analytique de la PC en
fonction du seuil de PES et des parametres de masquage,
Pexpression du rapport signal & bruit (RSB) par sym-
bole en fonction de la PES est nécessaire. Cela néces-
site d’inverser ’expression de la PES. Si une telle inver-
sion est réalisable numériquement, I’expression analytique
exacte correspondante n’existe pas, méme pour les mo-
dulations les plus conventionnelles. Certaines approxima-
tions proposées antérieurement ont permis d’établir des
bornes pour la PC dans le cas d’une détection cohérente
dans un canal de Rayleigh non-sélectif en fréquence et en
présence d’effet de masque [3].

Dans cet article, nous nous intéressons a un systeme
MIMO a codage blocs orthogonaux avec réception cohé-
rente d’'un signal MDP-M. Par rapport a l’état de l'art
antérieur i) nous proposons une nouvelle approximation
précise de la PES pour tous les RSB en utilisant la mé-
thode de Laplace des fonctions hypergéométriques et ii)
nous obtenons une approximation tres précise pour la PCS
en présence d’effet de masque et pour des systemes MIMO
a codage blocs orthogonaux ce qui étend les résultats dis-
ponibles en canal de Rayleigh.

La PES est I'un des criteres les plus pertinents pour
I’analyse des performances des systemes de radiocommu-
nications et donc I'un des plus largement étudiés. Afin
de limiter les campagnes intensives de simulation, com-
plexes et consommatrices de temps, un effort de recherche
important a été consacré a l'obtention de formes exactes
de la PES ou tout au moins, de bornes supérieures et/ou
inférieures. De nombreux travaux proposent de telles ex-
pressions pour des canaux & évanouissement rapide [1], [2].

Cependant, le signal radio d’un systeme de communi-
cation, de type cellulaire par exemple, n’est pas seule-
ment soumis a des évanouissements court terme dus a la
propagation multi-trajets, mais également a des effets de
masquage plus long terme. A cause des fluctuations de
la puissance moyenne recue, la PES ne peut étre garan-
tie inférieure strictement a un seuil tout au long d’une
communication. La probabilité de coupure (PC) se défi-
nit comme la probabilité que la PES moyenne dépasse un
certain seuil. L’effet de masque fait varier le rapport si-
gnal a bruit moyen au récepteur plus lentement que les
effets d’évanouissements [8]. La station de base pourrait
se servir de la connaissance de la probabilité de coupure
dans une configuration donnée afin d’ajuster la puissance
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Dans la deuxiéme partie, nous introduisons les hypo-
theses sur le canal MIMO utilisé. Dans une troisiéme par-
tie nous donnons 'approximation de Laplace pour la fonc-
tion hypergéométrique de Gauss, qui permet de trouver
une approximation de la PES pour un signal a modula-
tion de phase & deux états (MDP-2), ce qui étend les ré-
sultats d’un systéme mono-antenne considéré en [4]. Dans
la quatrieme partie nous considérons un signal MDP-M,
et donnons une approximation inversible de la PES, ce qui
permet de remonter au RSB moyen par symbole et donc de
déterminer la probabilité de coupure sous sa forme exacte.

2 Modele du systeme

Soit un systeme MIMO a np antennes a 1’émission et
ng antennes a la réception. Lorsqu’un récepteur a maxi-
mum de vraisemblance est utilisé, le RSB instantané par
symbole apres le décodage bloc spatio-temporel est [5] :
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avec ||H||% le carré de la norme de Frobenius! de la ma-
trice canal H € C"R>*"T 7 = f]—; le RSB moyen par sym-
bole par antenne a I’entrée du récepteur, avec Es I'énergie
symbole et Ny la densité spectrale mono latérale du bruit.
Enfin, R est le taux de codage du code espace-temps, dans
la cas Alamouti il vaut 1. On suppose que les coefficients
du canal entre chaque paire d’antennes h; ; (1<i<ng
et 1 < j < nr) sont indépendants et identiquement dis-
tribués (i.i.d). Le gain du canal entre la j—eéme antenne
d’émission et la i—eme antenne de réception est noté o ;
et suit une loi de Nakagami :
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avec m le parametre d’évanouissement, considéré comme
identique pour chaque paire d’antennes. Q = E[a?], la
puissance moyenne entre la j—eme et i—eme antenne. Les
phases des coefficients complexes du canal {¢; ;} sont sup-
posées i.i.d sur [0,27). Dans ces conditions ||H||% est la
somme de npng variables gamma identiquement distri-
buées et la fonction génératrice des moments (FGM) du
RSB instantané en sortie de traitement est [5] :
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avec ¢ = mnrng.

ILe carré de la norme de Frobenius d’une matrice A p X q est
défini comme

P q
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A% = tr(AAT) =

ou tr(.) et H correspondent a l’opérateur trace et hermitien respec-
tivement.

3 Approximation de Laplace de la
PES d’un signal MDP-2

Dans un soucis de clarté, nous rappelons la PES exacte
d’un signal MDP-2 pour un systeme MIMO a codage blocs
orhtogonaux en canal de Nakagami en terme de fonction
hypergéométrique de Gauss. Nous introduisons ’approxi-
mation de Laplace pour cette fonction, ainsi que son ex-
pression asymptotique & RSB élevé.

3.1 Approximation de Laplace
La PES exacte d’un signal MDP-2 est donnée par [5] :

(29)!MysTBc(—1)

Py(ERF,) = 2(24 - q!)2

1
o Fy (q,§;q+1;x) , (4)

avec x = 1/(1 +7,/(mnrR)) et m entier. Cette hypo-
thése ne réduit en rien la généralité de nos développe-
ments. oF} (a,b; ¢c; z) est la fonction hypergéométrique de
Gauss [6]. Si (4) est exacte et directement utilisable, elle
est malheureusement non inversible. Une idée intéressante
pour approcher (4) est d’utiliser la méthode de Laplace [7].
Celle-ci consiste a écrire la fonction hypergéométrique sous
une forme intégrale (forme d’Euler), puis & choisir deux
fonctions h et g permettant d’utiliser I’approximation de
Laplace. En suivant les étapes données dans [7], nous ob-
tenons 'approximation suivante pour la PES d’un signal
MDP-2 :
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Les variables r, y sont données dans [4] en remplagant
m par ¢q. L’approximation obtenue en (5) pour un systéme
MIMO a codage blocs orthogonaux est la plus fine connue
a ce jour. Elle possede une erreur moyenne inférieure a
0.94% dans le domaine de RSB d’intérét correspondant &
une PES comprise entre 107! et 10~* pour des systémes
sans codage. Dans [4] les auteurs illustrent la précision de
cette borne pour un signal MDP-2, en canal de Nakagami
pour un systéme mono antenne (SISO).

3.2 Expression asymptotique de la PES

La nouvelle expression obtenue en (5) permet d’éviter
le calcul de la fonction hypergéométrique de Gauss, mais
n’est pas inversible. Dans [4], les auteurs donnent le com-
portement des différents termes en (5) lorsque  — 0 ¢’est-
a-dire 7, — oo et nous obtenons :

q
PE[F, — 00) = K——, (6)
1—qy

ott K = (29)!/2/(29¢!)* et § = q/(q + 1)

Nous venons de proposer une approximation tres fine de
la PES pour un signal MDP-2. Dans la prochaine partie,
nous étendons cette approche a un signal MDP-M.
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4 Extension aux signaux MDP-M

Dans ce cas plus général, la valeur de la PES est plus
compliquée et s’écrit [5] :

_ 1
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V1= 9psk 1 1 3
7}7’ — —
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avec z = 1/(1+ gpsi¥,/(mnrR)), gpsx = sin*(m/M), M
est Pordre de la modulation, Fj(a,b,b’; ¢; u,v) est la fone-
tion hypergéométrique d’Appell de premiere espece [6].
De plus, u = (1 — gpsk)/(1 + gpsk7s/(mnrR)), v =
1 — gpsk- Nous savons trouver une approximation de la
fonction hypergéométrique de Gauss. Pour inverser la pro-
babilité d’erreur d’un signal MDP-M, il s’agit de trouver
une approximation de la fonction hypergéométrique d’Ap-
pell. Celle-ci peut s’exprimer sous forme intégrale, et on
peut naturellement penser a approcher la fonction par la
méthode de Laplace. Plusieurs raisons, comme la phase
de calibration [7], font que cette approche n’est pas treés
efficace. Une autre approche consiste en 'utilisation d’une
relation fonctionnelle sur les fonctions hypergéométriques
d’Appell [6] et on obtient ici :
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avec u' = —(1 — gpsk)/(gpsx (1 +7,/(mnrR))) et v' =
gpsk7s(1 — gpsk)/(mnrRgpsk (7,/mnrR +1)).

—u)H? x

4.1 Expressions asymptotiques

On sait que la fonction hypergéométrique d’Appell se
réduit a une fonction hypergéométrique de Gauss si I'une
des deux variables v/ ou v’ est nulle [6]. En régime asymp-
totique, au fort RSB, v/ — 0 et v/ — v :
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9)
L’équation (9) fait intervenir une fonction hypergéomé-

trique de Gauss mais indépendante de 7, donc constante.
Finalement, la PES asymptotique s’écrit :
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A=)

avec ) = oF] (%, % —q; %;v). Nous pouvons encore sim-
plifier I'expression en (10). En effet, u est peu différent
de = pour des ordres de modulation grands. De plus gy
est peu différent de 1 lorsque m devient grand et pour
des systemes MIMO de taille raisonnable, 2 x 2 ou 3 x 3

ﬂwmﬁwhﬂ{

par exemple. Une trés bonne approximation de (10) est
donnée par :

K + @ “ } (11)
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En fait, (11) constitue successivement une borne infé-
rieure puis supérieure de (10). Le passage étant lorsque
9 =1— gpsk. Sur la figure 1 on remarque que I’approxi-
mation asymptotique dérivée en (11) est précise sur une
large plage de RSB.

RAER, - )~ |

—exactm =1

o Approxm =1
---exactm=7

¢ Approxm =7
--exactm=13
4 Approxm =13

W ,
3 W
< W .
[ R :
W ,
a\ v
o \h“ :
8 v \
10 H i H H i
20 25

0 5 10

\

30

15
RSB moyen 7,

Fic. 1 — Approximation de la PES d’un systeme MIMO
2 x 2 avec ’équation (11), pour une modulation MDP-4
et MDP-8.

4.2 Inversion de la PES et probabilité de

coupure
4.2.1 Inversion de la PES

En élevant au carré (11) et en considérant la PES cible
Py

2
(K:+%?Q) 24+ (P gr — (P ~ 0. (12)

Si on considere que pour les faibles valeurs de la PES
(P7)? iz ~ 0 alors :

TR = 7]3:
K+YQ

On résout (12) en considérant le terme du milieu comme
constant et en remplagant x par sa valeur (13) :

7.(0) = "R o /78] -]

gpsk

(13)

(14)

4.2.2 Approximation de la PCS

En présence d’effet de masquage, le RSB moyen par
symbole ¥, est aléatoire et varie plus lentement que les
évanouissements rapides dus aux trajets multiples [8]. Un
taux d’erreur symbole (TES) moyen ne peut étre garantie
tout au long d’une communication a cause de la fluctua-
tion de la puissance moyenne du canal sur le long terme.
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La PCS se définie comme la probabilité que la PES excede
un certain seuil P} soit Ps(C) = Pr(Ps(E[y,) > P¥). En
présence d’effet de masque, 7, suit une loi log-normale
de parametres pqp et ogp. Dans le cas considéré ou les
effets courts termes du canal ont été moyennés indépen-

damment, la PCS peut se dériver sous forme exacte [3] :

P(C)=Q (MdB - 1010551073(13:)) 7

0dB

(15)

avec Q(x) la fonction gaussienne, et ol 7, (P2) est le RSB
moyen par symbole nécessaire pour atteindre la PES cible.
Alors que 'inversion numérique de (7) est fastidieuse, (14)
est facilement applicable et conduit & une approximation
simple et précise de la PCS en canal de Nakagami et en
présence d’effet de masquage.

Sur la figure 2 nous avons illustré la PCS pour une
PES cible de 1072 en fonction de la moyenne de leffet
de masquage pqp. L’écart type de la loi log-normale est
oqp = 12dB qui est la valeur typique en intérieure. La PCS
est donnée pour différentes valeurs du parametre d’éva-
nouissement m, pour un systeme MIMO 2 x 2 et pour un
signal MDP-4 et MDP-8. On peut remarquer que l'inver-
sion numérique exacte de (7) et 'approximation de la PCS
avec (15) grace & (14) sont indiscernables. Sur la figure 3
nous tragons la PCS pour la méme PES cible et pour un
parametre d’évanouissement m = 7, mais pour un systeme
MIMO 2 x 1 et 2 x 2 et un signal MDP-8. De méme ici
linversion numérique de (7) et approximation proposée
sont indiscernables. La méthode introduite est tres précise
pour un grand nombre de configurations MIMO et toute
une variété d’ordre de modulation, non représentés ici par
manque de place.
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Fic. 2 — PCS d’un systeme MIMO 2 x 2 avec les équa-
tions (14), (15), et 'inversion numérique de (7) pour une
modulation MDP-4 et MDP-8.

5 Conclusion

Nous présentons une nouvelle approximation simple, pré-
cise et inversible de la PES d’un signal MDP-M en canal
de Nakagami. Cela conduit a une forme exacte de la PCS
en présence d’effet de masquage log-normal et ce pour le
RSB d’intérét c’est-a-dire pour une PES comprise entre
107! et 107* (en 'absence de codage canal). Une forme

—exact MIMO 2-1
© approx MIMO 2-1
- - -exact MIMO 2-2
< approx MIMO 2-2| . . . .
0 10 20 30 40 50 60
niB

Fic. 3 — PCS de deux systemes MIMO 2 x 1 et 2 x 2 avec
les équations (14), (15), et 'inversion numérique de (7)
pour une modulation MDP-8.

simple pour la PCS est trés importante pour la gestion
de la puissance dans les réseaux cellulaires. En effet en
fonction de la PCS, une station de base peut modifier sa
puissance d’émission pour toujours atteindre la PES cible
requise par l'utilisateur. Les futurs travaux de recherche
s’attacheront & prendre en compte les interférences du ré-
seau.
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