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Résuḿe – Dans cet article, nous proposons uneétude th́eorique et statistique pour caractériser les d́ependances inter- et intra- individuelle en
position,échelle et orientation des coefficients de la transformée de curvelet des images. Notreétude áet́e baśee sur les estiḿees des distributions
marginales et conjointes pourétudier les propríet́es statistiques des coefficients, et sur la mesure de l’information mutuelle pour mesurer le niveau
de d́ependance entre ces coefficients. Enfin, en vue de caractériser les d́ependances des coefficients de curvelet nous avons proposé un mod̀ele
statistique mutlivaríe, à savoir le mod̀ele multivaríe gaussien ǵeńeraliśe anisotrope (AMGGD) que nous avons pleinement caractériśe.

Abstract – In this paper, we propose a theoretical and statistical study to characterize the inter- and intra- scale dependencies of the curvelet
coefficients of images across position, scale and orientation. Our study was based on estimated histograms of the marginal and joint distributions
to study the statistical properties of coefficients, and on the mutual information measure to assess the level of dependence between these coeffi-
cients. Finally, towards characterization of the dependencies between the curvelet coefficients a novel multivariate statistical model namely the
anisotropic multivariate generalized gaussian (AMGGD) was proposed and fully characterized.

1 Introduction

Au cours des dix dernières anńees, les ondelettes ont eu un
immense succ̀es dans le domaine du traitement d’images, et ont
ét́e utilisées pour de nombreux problèmes tels que la compres-
sion et la restauration d’images [1]. Ces problèmes ont souvent
pour pŕealable la recherche d’une représentation de l’image qui
soit la plus parcimonieuse possible, au sens où un petit nombre
de param̀etres permet d’obtenir une approximation précise de
l’image.

Cependant, il apparaı̂t aujourd’hui clairement que les on-
delettes ne sont pas optimales pour l’analyse d’objets aniso-
tropes dans l’image (les lignes,les contours...), mais restent ef-
ficaces pour la d́etection de structures isotropesà différentes
échelles. Depuis quelques années, de nouvelles transformées
multi-échelles ont́et́e d́evelopṕees -comme les curvelets, con-
tourlets et bandlets- qui intègrent de notion de directionnalité
et qui permettent de rechercher des objets de manière optimale
dont l’efficacit́e en traitement d’image reste encoreà confirmer.

Dans cet article, on présente une analyse statistique des dé-
pendances individuelle en position,échelle et orientation des
coefficients des images dans le domaine de curvelet [2, 3, 4, 5],
baśee sur les histogrammes estimés de distributions marginales
et conjointes, et sur la mesure de l’information mutuelle[8]
pour caract́eriser ces d́ependances. Ceci afin de pouvoir modéli-
ser ces interactions entre les coefficients de façon simpleà tra-
vers un mod̀ele statistique multivarié, à savoir l’AMGGD, que
nous caract́erisons pleinement.

2 Curvelets et Notation

Les curvelets ont́et́e propośees par E. Candès et D. Do-
noho [2], constituent une nouvelle famille de frames d’onde-
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FIG. 1: Comparaison de l’approximation non-linéaire des on-
delettes et des curvelets.

lettes ǵeoḿetriques plus efficaces que les transformées tradi-
tionnelles, et qui sont conçues pour représenter de façon par-
cimonieuse les contours. Par exemple, sur la Fig. 1(a), les on-
delettes prendraient beaucoup de coefficients pour représenter
préciśement un tel contour. Comparées aux ondelettes, les cur-
velets peut repŕesenter un contour lisse avec moins de coeffi-
cients pour la m̂eme pŕecision (Fig.1(b)).

La transforḿee de curvelet est une transformée multi-́echelles
multi-directionnelles avec des atomes indexés par un param̀etre
de position, d’́echelle et de direction [2, 4]. La Fig.2(a) montre
une repŕesentation de la transformée de curvelets pour l’image
”Bateau”, en employant la transformée de curvelets discrète
(TCD) de Demanet [5]. Trois niveaux d’échelles et six orienta-
tions ontét́e montŕes. Dans la Fig.2(b) on montre le partition-
nement spectral engendré par la TCD [4, 5]. Une curvelet est
montŕee dans la Fig.2(c).

Pour chaque coefficient de curveletX, on d́efinit cesvoi-
sins(V X) dans la m̂eme orientation, qui représentent les huit
coefficients adjacents. Ensuite, le coefficientà la m̂eme locali-
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FIG. 2: (a) Transforḿee de curvelet discrète (TCD) de l’image ”Bateau”. Trois niveaux d’échelles et six orientations ontét́e
montŕes (j: indique l’́echelle, o: indique l’orientation). (b) Partitionnement spectral engendré par la TCD. (c) Une curvelet.

sation spatiale dans l’échelle suṕerieure correspond̀a sonpère
(PX), et les coefficients̀a la m̂eme localisation spatiale età
la mêmeéchelle mais dans une autre orientation correspondent
à cescousins(CX). Aussi, il y a plus d’orientations dans la
repŕesentation de curvelet comparéeà la repŕesentation en on-
delette śeparable òu il y a seulement trois directions cardinales
(horizontale, verticale et diagonale). La Fig.3 récapitule ces im-
portantes relations entre coefficients.
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FIG. 3: Dépendances inter- et intra- individuelle en position,
échelle et orientation entre les coefficients de curvelet.

3 Etude et Analyse statistique

Nous pŕesentons ici unéetude statistique pour apprécier les
propríet́es des coefficients de curvelet d’images et caractériser
les d́ependances inter- et intra-échelles de ces derniers.

3.1 Distribution marginale

Premìerement, nouśetudions les statistiques marginales des
coefficients de curvelet d’images. La Fig.4(a) montre les histo-
grammes de distributions marginales des coefficients de curve-
let de l’image ”bateau”,̀a deux orientations et̀a deuxéchelles
successives. Ces lois marginales sont clairement non gaussiennes,
caract́eriśees par des densités syḿetriques centŕees en źero avec
des queues relevées (leptokurtiques). Ce comportement lep-
tokurtique est observé sur tous les histogrammesà toutes les
orientations,échelles pour toutes les images analysées. Ceci
trouve son origine dans le fait que la transformée de curvelet est
une transforḿee parcimonieuse où la majorit́e de coefficients
ont des amplitudes nulles. Les kurtosis de ces distributions ont
ét́e estiḿes et ont des valeurs significativement plusélev́ees que
la valeur gaussienne de 3. Ainsi, les distributions marginales
des images dans le domaine des curvelets sont fortement non
gaussiennes.

3.2 Distribution conjointe

Deuxìement, nouśetudions les statistiques conjointes des co-
efficients de curvelet. Dans Fig.2(a), nous observons que les
coefficients ayant une valeurélev́ee tendent̀a se grouper au-



tour des bords des objets dans l’image ”Bateau”. Ceci per-
sisteégalement̀a d’autres orientations età d’autreséchelles.
La Fig.4(b) montre les distributions conjointes des coefficients
de curvelets pour l’image ”Bateau” dans le cas bivarié et tri-
varié, p(X, .) et p(X, ., .), où (.) veut dire parent, voisins ou
cousins.

3.3 Information Mutuelle

On propose unéetude quantitative des distributions conjointes
pour comparer les interactions entre les coefficients de curve-
let. Ceci est quantifíe par le biais de l’information mutuelle [8],
qui est une mesure quantitative des dépendances entre les coef-
ficients [6, 7]. L’information mutuelle (IM ) est l’entropie re-
lative D(.||.) entre la distribution conjointe et le produit des
distributions, et est d́efinie par l’́equation suivante:

IM(X;Y ) = D(p(x, y)||p(x)p(y))

=
∫

x

∫

y

p(x, y)log
p(x, y)

p(x)p(y)
dxdy

(1)

TAB . 1: L’information mutuelle moyennée sur une base
d’images (100 images) [9], calculée pour deux́echelles suc-
cessivesJ etJ − 1 où J est l’échelle la plus grossière.

échelleJ échelleJ − 1
IM(X;PX) 0.164 0.194
IM(X;VX) 0.374 0.555
IM(X;CX) 0.142 0.151

Le Tab.1 montre l’information mutuelle moyennée sur une
base de 100 images [9]. Nous observons que les dépendances
les plus significatives proviennent des voisins, suivis des pa-
rents et ensuite des cousins. L’influence des voisins est plus
prépond́erante compte tenu que les coefficients de TCD ont
tendancèa ce regrouper. La dépendance entréechelles (parent)
est ŕevélatrice d’une persistance des coefficients significatifsà
travers leśechelles.

Finalement, il semble que les dépendances entre orientations
(cousin) soient la moins importante du fait du partitionnement
spectral illustŕe dans la Fig.2(b). Cependant, le système des
curvelets ne forme pas une base orthogonale mais plutôt un
frame, il subsiste des dépendances entre orientations.

4 Modèle multivari é analytique

Ici nous introduisons une classe de PDFs marginalesà queues
lourdes (AMGGD) pour le cas multivarié afin de mod́eliser
les d́ependances inter- et intra-échelles entre les coefficients de
curvelet.

4.1 Modèle propośe

Définition 1 Si un vecteur de VAsX = (X1, X2, . . . , Xd)T

dansRd suit une loi multivaríee gaussienne géńeraliséeaniso-
trope centŕee, alors sa PDF s’écrit:

pX(x; α, Σ) =
det Σ−1/2

(Z(α)B(α))d
exp

(
−

∥∥∥∥
Σ−1/2x
B(α)

∥∥∥∥
α

α

)
(2)

où
Z(α) =

2
α

Γ
(

1
α

)
, α > 0 (3)

et

B(α) =

√
Γ

(
1
α

)

Γ
(

3
α

) (4)

α est le param̀etre de forme etΣ une matrice syḿetrique d́efinie
positive. Pour rappel,‖x‖α =

∑d
i=1 |xi|α est la normeLα du

vecteurx.

Cette d́efinition englobe le cas particulierd = 1 (une VA)
et le cas des distributions normales multivariées (α = 2). Ce
mod̀ele de PDF jouit de plusieurs propriét́es int́eressantes que
nous avonśetablies.

4.2 Estimation des hyperparam̀etres

Pour mettre en application notre modèle multivaríe de PDF,
nous avons proposé des estimateurs (moments et maximum de
vraisemblance) des hyperparamètres associés:α etΣ.

L’int ér̂et de la paraḿetrisation de l’Eq. 2 est que

cov(X) = Σ (5)

Ainsi, sachantX (estiḿe par la ḿethode des moments) comme
indiqué ci-dessus, nous pouvons mettre en place l’estimateur
du maximum du vraisemblance (MV) pour obtenirα. L’ équation
de vraisemblance correspondàα (sachantΣ) est dans ce cas,

α̂MV = arg min
α>0

LL(α) = arg min
α>0

−
n∑

i=1

log pX(xi; α, Σ)

(6)
où α est la racine de l’́equation suivante:

f(α) =
α∂LL(α)

∂α

=
∑

i,j

∣∣∣∣
yi,j

B(α)

∣∣∣∣
α

. log
∣∣∣∣

yi,j

B(α)

∣∣∣∣
α

− 1
2

∑

i,j

∣∣∣∣
yi,j

B(α)

∣∣∣∣
α

.

(
Ψ

(
1
α

)
− 3Ψ

(
3
α

))

− nd− 3nd

2α

(
Ψ

(
1
α

)
−Ψ

(
3
α

))

= 0

(7)

avec
yi,j = Σ−1/2

j xi (8)

j repŕesente lajèmecomposante du vecteuryi oùyi = Σ−1/2xi,
xi,{i=1,...,n} sont les ŕealisations deX et Ψ est la fonction Di-

gamma (pour rappel,Ψ(z) = d ln(Γ(z))
dz ).

Le résultat suivant́etablit l’existence de l’estimateur du MV
deα.

Proposition 1 Existence d’une solution

(i) f(α) a au moins une racine surR+∗, et donc il existe au
moins une solution (non nécessairement unique)̂αMV à
l’estimateur du MV sachantΣ.

(ii) si M = max
i,j∈N

|yi,j | ≤
√

3 alors au minimum global̂αG

deLL(α) on aura toujoursLL(α̂G) < nd log(3)
2 .
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FIG. 4: (a) Distributions marginales des coefficients de curvelet de l’image ”bateau”,à deux orientations et̀a deuxéchelles
successives. (b) Distributions conjointes (enlog) des coefficients de curvelet pour l’image ”Bateau” dans le cas bivarié et trivaríe,
p(X, .) etp(X, ., .), avec leurs parentsPX, voisinsV X et cousinsCX.

L’int ér̂et du ŕesultat Prop.1-(ii) ŕeside dans le fait que nous
pouvons rejeter adaptativement certains minima locaux deLL(α)
(en l’occurence ceux placer au dessus dund log(3)

2 ).

D’après l’Eq. 5 et la Proposition 1, nous suggérons l’algo-
rithme d’estimation des hyperparamètres suivant:

Algorithm 1 Estimation des hyperparamètres

1: Estimé deΣ

Σ̂ =
1
n

∑

i

xixT
i (9)

2: Estimé deα

obtenirα̂ en ŕesolvant nuḿeriquement l’Eq. 7 par une des-
cente de gradient. Cette descente tirera profit de la Prop.1-
(ii) de façonà éviter d’̂etre píeǵe dans un minimum local.

4.3 Ajustement sur des images: simulées et ŕeelles

Sur la Fig.4(b), ce mod̀ele de PDF áet́e ajust́e (trait en poin-
till é) à la PDF jointe observ́ee (trait plein) dans la cas bivarié.
On peut appŕecier l’ad́equation de ce modèle aux statistiques
observ́ees.

5 Conclusion

Nous avonśetudíe les propríet́es des coefficients de curve-
let d’images. Et on a montré que les coefficients ayant des va-
leursélev́ees tendent̀a se grouper autour des bords des objets
dans l’image, ce qui est intuitif car les coefficients dépendent de
leurs parents et voisins, aussi bien que leurs cousinsà différentes
échelles et orientations. Ces dépendances ontét́e vérifiées quan-
titativement en mesurant l’information mutuelle, où on a consta-
té que le niveau le pluśelev́e de la d́ependance des coefficients
està l’égard des leurs voisins, suivi des leurs parents, qui sont
suivis des cousins. Le modèle multivaríe analytique de PDF,
que nous avons pleinement caractériśe, aét́e propośe pour cap-

turer ces d́ependances entre coefficients.
Après cette phase de modélisation des d́ependances, notre

futur travail se focalisera sur leur miseà profit d’un tel mod̀ele
de PDF comme a priori pour des tâches de restauration dans un
contexte baýesien.
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