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Résume — Dans cet article, nous proposons @iade tieorique et statistique pour caradser les @pendances inter- et intra- individuelle en
position,échelle et orientation des coefficients de la transéemie curvelet des images. Noétede &te bage sur les estiges des distributions
marginales et conjointes poétudier les propétes statistiques des coefficients, et sur la mesure de I'information mutuelle pour mesurer le niveau
de cependance entre ces coefficients. Enfin, en vue de éaismtles @pendances des coefficients de curvelet nous avons j@roposo@le
statistique mutlivag, a savoir le modle multivaré gaussiengrérali€ anisotrope (AMGGD) que nous avons pleinement cariset

Abstract — In this paper, we propose a theoretical and statistical study to characterize the inter- and intra- scale dependencies of the curvel
coefficients of images across position, scale and orientation. Our study was based on estimated histograms of the marginal and joint distributio
to study the statistical properties of coefficients, and on the mutual information measure to assess the level of dependence between these co
cients. Finally, towards characterization of the dependencies between the curvelet coefficients a novel multivariate statistical model namely tt
anisotropic multivariate generalized gaussian (AMGGD) was proposed and fully characterized.

1 Introduction

Au cours des dix der@res anges, les ondelettes ont eu un =
immense suaes dans le domaine du traitement d'images, et ont %
éte utilisees pour de nombreux pr@ohes tels que la compres- i
sion et la restauration d’images [1]. Ces pirhks ont souvent
pour p€alable la recherche d’une régentation de I'image qui
soit la plus parcimonieuse possible, au sainsio petit nombre
de paramatres permet d’obtenir une approximatioregise de
'image.

Cependant, il appafiaaujourd’hui clairement que les on- @ ()
delettes ne sont pas optimales pour I'analyse d’objets aniso-
tropes dans I'image (les lignes,les contours...), mais restent €f/G. 1: Comparaison de I'approximation non-gaire des on-
ficaces pour la @tection de structures isotropaddifferentes ~ delettes et des curvelets.
échelles. Depuis quelques @a&s, de nouvelles transfoees o ) ] )
multi-chelles onéte developiees -comme les curvelets, con- |€ttes @oretriques plus efficaces que les transfees tradi-
tourlets et bandlets- qui iagrent de notion de directionnaiit tionnelles, et qui sont concues pour regenter de fagon par-
et qui permettent de rechercher des objets de namiptimale ~ Cimonieuse les contours. Par exemple, sur la Fig. 1(a), les on-
dont 'efficaci& en traitement d’'image reste encareonfirmer. ~ delettes prendraient beaucoup de coefficients pouesepter

Dans cet article, on psente une analyse statistique dés d préciment un tel contour. Comp’m_s aux ondelet_tes, les cur-
pendances individuelle en positiogchelle et orientation des VElets peut reg@senter un contour lisse avec moins de coeffi-
coefficients des images dans le domaine de curvelet [2, 3, 4, Fjients pour la reme pécision (Fig.1(b)). _
baste sur les histogrammes eséise distributions marginales ~ L@ transfomge de curvelet est une transfaemultiechelles
et conjointes, et sur la mesure de linformation mutuelle[gMulti-directionnelles avec des atomes inélgpar un paragtre
pour caradriser ces épendances. Ceci afin de pouvoir rathd ~ d€ position, dechelle et de direction [2, 4]. La Fig.2(a) montre
ser ces interactions entre les coefficients de facon sitnple ~ UN€ repésentation de la transfose de curvelets pour 'image

vers un modle statistique multiva,  savoir 'AMGGD, que Bateau’, en employant la transfoge de curvelets disete
nous caraérisons pleinement. (TCD) de Demanet [5]. Trois niveaux&thelles et six orienta-

tions ontéte montés. Dans la Fig.2(b) on montre le partition-

nement spectral enger@par la TCD [4, 5]. Une curvelet est
2 Curvelets et Notation montige dans la Fig.2(c). . _
Pour chaque coefficient de curvel&t, on cfinit cesvoi-

Les curvelets onéte propoges par E. Carigh et D. Do-  Sins(V X) dans la néme orientation, qui repsentent les huit
noho [2], constituent une nouvelle famille de frames d’ondecoefficients adjacents. Ensuite, le coefficiana néme locali-
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FiG. 2: (a) Transfornge de curvelet diséte (TCD) de I'image "Bateau”. Trois niveaux &helles et six orientations oéte
montiés (j: indique lechelle, o: indique I'orientation). (b) Partitionnement spectral engénghir la TCD. (c) Une curvelet.

sation spatiale dansdthelle suprieure correspondi sonpere 3 Etude et Analyse statistique

(PX), et les coefficienta la méme localisation spatiale at

la mémeéchelle mais dans une autre orientation correspondent Nous pésentons ici unétude statistique pour aggwier les
a cescousins(C X). Aussi, il y a plus d’orientations dans la proprietes des coefficients de curvelet d'images et cérészr
repésentation de curvelet compa la repésentation en on- les cependances inter- et intrachelles de ces derniers.
delette g¢parable 0 il y a seulement trois directions cardinales
(horizontale, verticale et diagonale). La Fige8apitule ces im-

portantes relations entre coefficients. 3.1 Distribution marginale

Premerement, nougtudions les statistiques marginales des
coefficients de curvelet d'images. La Fig.4(a) montre les histo-
| grammes de distributions marginales des coefficients de curve-
let de I'image "bateau’a deux orientations &t deuxéchelles

‘ ! L successives. Ces lois marginales sont clairement non gaussiennes
Echelle j+1 | [ ! B couin caracérisces par des denéi synétriques cenfres en @ro avec
! ! [] voisin des queues relées (leptokurtiques). Ce comportement lep-
I Cocfficient de rférence tokurtique est obseévsur tous les histogrammastoutes les

orientations,échelles pour toutes les images anags Ceci
trouve son origine dans le fait que la transfé@erde curvelet est
it Mt une transforree parcimonieusetola majorie de coefficients
: ont des amplitudes nulles. Les kurtosis de ces distributions ont
‘ ett estings et ont des valeurs significativement fisées que

! la valeur gaussienne de 3. Ainsi, les distributions marginales

Echelle ] | | } des images dans le domaine des curvelets sont fortement non

gaussiennes.

3.2 Distribution conjointe

Orientation 1 Orientation 2

. ) ) o N Deuxiément, nougtudions les statistiques conjointes des co-
FiG. 3: Dépendances inter- et intra- individuelle en position, efficients de curvelet. Dans Fig.2(a), nous observons que les
échelle et orientation entre les coefficients de curvelet. coefficients ayant une vale@ewee tendend se grouper au-



tour des bords des objets dans I'image "Bateau”. Ceci pemu 9 1
sisteégalement d'autres orientations et d’autreséchelles. Z(a) =T () ,a>0 3
La Fig.4(b) montre les distributions conjointes des coefficients @ \a
de curvelets pour 'image "Bateau” dans le cas biast tri- et
varié, p(X,.) etp(X,.,.), ou (.) veut dire parent, voisins ou B(a) =
cousins. r(2)

(4)

« est le parardtre de forme e une matrice sygtrique cfinie
3.3 Information Mutuelle positive. Pour rappeljx||, = S>%, |z;|* est la normeL,, du

. I o . .. vecteurx.
On propose unétude quantitative des distributions conjointes

pour comparer les interactions entre les coefficients de curveette dfinition englobe le cas particuliel = 1 (une VA)
let. Ceci est quanti par le biais de I'information mutuelle [8], et le cas des distributions normales multieas ¢ = 2). Ce
qui est une mesure quantitative dépdndances entre les coef- modtle de PDF jouit de plusieurs propiés inéressantes que
ficients [6, 7]. L'information mutuelle {A{) est I'entropie re- nous avon&tablies.
lative D(.||.) entre la distribution conjointe et le produit des
distributions, et est&finie par lequation suivante: 4.2 Estimation des hyperparangtres
IM(X;Y) p(z,y)||p(z )p( )) Pour mettre en applicati_on notre midd multivaré de .PDF,
) 1) nous avons prop@sdes estimateurs (moments et maximum de
/ / z,y Iog Y dxdy vraisemblance) des hyperparaimes assoés:« et .
p(x )P( ) Lint érét de la paras@trisation de I'Eq. 2 est que

covX)=% (5)
TaB. 1. L'information mutuelle moyera® sur une base
d'images (100 images) [9], calcgé pour deuxechelles suc-

cessives/ et.J — 1 ou J estlechelle la plus grossre. du maximum du vraisemblance (MV) pour obtemii’ équation

Ainsi, sachanX (estire par la néthode des moments) comme

] \ échelleJ \ échelleJ — 1 \ de vraisemblance correspoad. (sachant) est dans ce cas,
IM(X;PX) 0.164 0.194
IM(X;VX) 0.374 0.555 . .
IM(X;CX) | 0.142 0.151 qyy = argminLL(a) = argmin — ; log px (xi; v, )
Le Tab.1 montre linformation mutuelle moyeba sur une _ . _ (6)
base de 100 images [9]. Nous observons que égerddances OU « est la racine de &quation suivante:
les plus significatives proviennent des voisins, suivis des pa- adLL(c)

rents et ensuite des cousins. Linfluence des voisins est plus  f(a) =
prépondtrante compte tenu que les coefficients de TCD ont

tendance ce regrouper. Lagpendance entéchelles (parent) = Z ’ Yirj 'éﬁ’j
est B\Elatrice d'une persistance des coefficients significatifs i ()
travers legchelles. | 1

. ) , . . Yi,j 3 (7)

Finalement, il semble que legdendances entre orientations )| w o) 3w o
(cousin) soient la moins importante du fait du partitionnement
spectral illuste dans la Fig.2(b). Cependant, le gyse des 3nd 3
o nd——(0(=)-w(=
curvelets ne forme pas une base orthogonale maiétplurt 2a @ «
frame, il subsiste dessppendances entre orientations. —0
. . . avec -1/2

4 Modele multivarié analytique Vig =%, X (®)

j represente Ig®™ecomposante du vecteyf olly; = X~ 1/%x;,
X; {i=1,...,n} SONt les ealisations d&X et ¥ est la fonction Di-
dIn(T(z
gamma (pour ra_ppeil!( )_= _T()))- _
Le résultat suivangtablit I'existence de I'estimateur du MV

Ici nous introduisons une classe de PDFs margiratpsgeues
lourdes (AMGGD) pour le cas multivé&iafin de modliser
les cependances inter- et intéchelles entre les coefficients de

curvelet.
dea.

4.1 Modele propog Proposition 1 Existence d’une solution
Définition 1 Si un vecteur de VAX = (X, Xs,..., Xy)T (i) f(«)aau moins une racine siR**, et donc il existe au
dansR¢ suit une loi multivarée gaussienneégéralisteaniso- moins une solution (nonécessairement uniquéh,yv a
trope centiée, alors sa PDF €crit: I'estimateur du MV sachari.

et 1172 S1/25 ]| (i) si M = Hl_a%%b’i,j‘ < /3 alors au minimum globadi¢

X;0,0) = ————€x —_ 2 e .
ox( ) (Z(a)B(a))* P < H B(a) a) @ de LL(a) on aura toujoursLL(a¢) < “HoeB)

indiqué ci-dessus, nous pouvons mettre en place I'estimateur
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FiG. 4: (a) Distributions marginales des coefficients de curvelet de I'image "bateaudeux orientations ed deuxéchelles
successives. (b) Distributions conjointes leg) des coefficients de curvelet pour I'image "Bateau” dans le cas bévatitrivarie,
p(X,.) etp(X,.,.), avec leurs parent® X, voisinsV X et cousingC X

L'intérét du ésultat Prop.1-(ii) &side dans le fait que nous
pouvons rejeter adaptativement certains minima locauxide)

(en I'occurence ceux placer au dessuﬁdi%@).

D’aprés I'Eq. 5 et la Proposition 1, nous suggns I'algo-
rithme d’estimation des hyperparaires suivant:

Algorithm 1 Estimation des hyperparates

1: Estimé deX
A 1
2:7§: x5
n2 X;X;

9

2. Estimé dea
obtenira en Esolvant nurariquement I'Eq. 7 par une des-
cente de gradient. Cette descente tirera profit de la Prop.
(ii) de fagcona éviter detre pége dans un minimum local.

4.3 Ajustement sur des images: simées et eelles

Sur la Fig.4(b), ce maele de PDF &t ajusé (trait en poin-
tillé) a la PDF jointe obsele (trait plein) dans la cas bivari
On peut appzcier I'acequation de ce made aux statistiques
obsenrees.

5 Conclusion

Nous avonstudi les propietes des coefficients de curve-
let d'images. Et on a moréirque les coefficients ayant des va-

leursélevees tendena se grouper autour des bords des objets

dans I'image, ce qui est intuitif car les coefficien&pdndent de
leurs parents et voisins, aussi bien que leurs cousitifferentes
échelles et orientations. Cesmkndances ogte \erifiees quan-
titativement en mesurant I'information mutuellé, on a consta-
té que le niveau le plusle\e de la @pendance des coefficients
esta I'egard des leurs voisins, suivi des leurs parents, qui so
suivis des cousins. Le métk multivaré analytique de PDF,
gue nous avons pleinement caiace, aéte propog pour cap-

turer ces épendances entre coefficients.

Apres cette phase de mi@dation des @pendances, notre
futur travail se focalisera sur leur migeprofit d’'un tel moéle
de PDF comme a priori pour degches de restauration dans un
contexte bagsien.
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