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1� �������# �����3��� �� �������������� �� %�����
���� ��� �������� ����� ������ ��� �4�������������� ��
��3�� ���� ��� ���'�	 �� ��#��� �� �� ����������� '���/
������ ��'������� �� ������������ �4�� ��3� '���� ������
�� ���������5 6��� ��� ������� ������������ �� ��'�����/
������	 �� �������������� �� ��� ��������� ������������ ����
��# ���%�������� �� ������7������5 �� �8��	 ��� ���������
��� ��%��������� �4�� ��'��� �'������ ����� �� ����� ��/
��7���� ������ ��� �� �������� ����������� �4�� �����������
�� ������� ��'����� ���� �� ��������� ��� ��'���#5 &�
�4�'�� ���� �� ������� �� �������� ��� ��'���# ���� ��
���������� �� ����� %����� ��� ��� ��������� ������ ��� ���
��'�������� �� ������7������ 9�:5 6�� ��������	 �������� ��/
'�������� �� ���� ��� �������������� ���� �� ����� ���
'������ ���������� ; �� ��� ��� ����� �� ������ ��� ����
���� ����� �����������5 1� ����	 �� ������ �4������������
���������� ���� ��������� �� ������ �� ��������� �����
���<� �#��������������� ���� �� ������ �� ��������� =��3'�
��� '������ ���������� 9 :>5 ��7�	 �� ���� ?��� ����� ��/
������� ��4��������� ��� ���%��������	 �� '�������� ���
�#�����	 �4������7�� ��� ��������� ��� ���������� �4�����/
���� �� ��� ���%��������5

�� �������� ������ ��� �4����-�� �� ����������� ����/

������� �� ������������� �� ���������� ��� �4������7��
��� ��������� ����������� ������� ������/�� %���������� ���
������� �� ������ ��������� ���� ���� ������ ������ ���
��������� ��� ���� ����������� ���� �� �����3�� ������ 9!:5
14������ �������� ������ �������� ��� ��� ����� ������/
������ =����3�� ��� ��� p/������� ��� �#�����> %����������

������� ��� ����������� �#���������� ��� ��� ��'���# ����
���� ������ ������� �4���������� �� @�� �� ��������� �����/
��������5
���� %���������� ����� ���3�� �� ��������� �� ���������

����� �� ��������� �4��� ������������ �� ����� ��������
��� ��� ���������5 ����� ������'�� ��� ����/��������	 �����
������ ��� ��� �� ����������� ��� �4�������� ��� ���������
F 	 ���� ��������� ����� ���3�� �4��� ����'�� ��� ����
��������� ; ���������5 ���� ������� ����� ��������� ��/
'�������� �������� ; ��������� �� ��� ����3�� ����� �4��/
������� ����� ����� ; �� ��������� �� ���� �� ; �� �����/
��������� �� ����'��5


 ����� ���������	�� �� ���	����

��� ����� �	�	
�	
���

���� ������� �� ����� ����������� ��������� ��������� ��
�� �������������� �� %�����	 �� ��������� �� ����	�	
 ��
�� �� ��� ��5 
� ��'��� I ; ������� ��� �� ����� �� �������/
���� �4��� �������� ��������� �� ��� ������ ��� ��� ���������
�#���������� =���������	 ����� 5 5 5> ������ F = {δ1, . . . δf}	
�� ������ ����� δi(I) ��� �����������5 
4��@����% ��� �����
�� ������� ����� C1, . . . CN �� ������ ; �������� ����������
I5 &� ���� �4�'�� �4������7�� ��� �#����� �� ��� ���'�
�������� �� ����'�	 �� �� �� �/���� ��� �� %��� �� ����5
���� ��������� ��� �������� ��� ���� ��������� �4�� ��/
'������� A ���� ������� ��� ��'���#	 ������� �4�#������
; �� %��� ; ������ �� �� �������� ��� ��������� δ(I) �� ���
�� ����/�������� �� ��������� ω(I), ω ⊂ F 5 ���� �������/
���� ��� ��� ��'�������� �� ������� A����� ������� �� ��



���� ������� �������5 �� ��'�������� A ���������� �����	
���� ������ ω	 �� ��7��� ��� ������� �� ���%������� ��/
����%� �� �����3�� �� ������7������ ������5 6�� �#�����	
q(ω) = P [A(ω(I)) �= C(I)] ����'�� �� ���# �4������ ��
������7������ �����-� ��� A ��� ���� ����������� �����
������ �� ���������� �� ����� ����/�������� ω5 ���� ��/
������ ����� q ��� �� ����������� ��������� ������� ���
�4�������� �4�����������'� �� ������� B

q̂(ω) = P̂ [A(ω(I)) �= C(I)]

��� ����� �������	
���

C���� ����� �� ������ k	 ���� ��������� ; ������� ��
�������� k/����� �� ��������� ω ������ �� F �-��� ���
������ �������� ���� q̂5 6��� �� ������� ������� �����/
��������	 �� ��� ���������� �� ��������� �4����������� ��
���� ��� k/������ ω �7� �� ���������� ���� ������ q̂(ω)
������� �� F �������� 2000 ��������� �� �� k = 50	 �� ���
����� ���������� �4�#������ C50

2000 ��'�������� A D
�7� �� ���������� �� �����3�� ������������	 ���� ����/

���� ��� ������'�� ����/��������5 ���� ��������� �4��/
������ ��� ��������� F �4��� ��� �� ����������� P	 �� ����
�� ������ k ���������� 7#�	 ����� ���3�� �� ��������� ��
��������� �������� ����� �� k ����'�� �� ����� �� F �������/
�����	 ���� ������	 �8������ ����� P5 
� ��� ��� ��� k/������
�� F ���� ����� P

k5 ���� ���������� ����� ��������� �4��/
���� ��-���� ������� ��� A ������� ��� ����/���������
�� k ��������� ������� �� ��� P

k	 ���� ���� ��3�� �������/
������ ; ���������� �4����'�� E B

E(P) = EPk [q(ω)] =
∑

ω∈Fk

q(ω)Pk(ω) =�>

��� ��	
��	
�� �� q

�7� �� �������� E 	 ���� ������ ?��� ������� �4������� q5
���� ��������� �� ��������� �������� ���� ��������� q(ω)
��� q̂(ω) B
E (���� �� ����������� �� ������� T1 �� ����	�	
 ��5
E C#������ �4��'������� Aω,T1 ��� ��� ����������� ω ��
�4����������� T15

E (���� �� ����������� T2 ��� �� ����	�	
 �� �� �������
�4������ ��������� �� Aω,T1 ��� T25


4��@����% ���������	 ����� ����� ��� ����� ������� ����
������� �4������ ��������� ��� �4�������� �4�����������'�	
��� �� ��������� E 5 ,�� ������������ �� ����� ��������
���� ����� �������� ; %�������� ��� ����� δ �������'��� ����
�� �����3�� �� ������7������ �� ����'���� �� %�F�� ��/
�������� ��� ���������5 �� ��������	 ��� G ��������� H ��/
������� �� ���������� ��� ; A �4������� �� ������ ���%��/
������ ������ %��������� ��������� ��� P5 ���� ������/
7����� ���� �4������� �4��� �������� δ �� F ��� �� ������
P∞(δ) B ���� P∞(δ) ��� '�����	 ���� δ ��� ����� ; �� �I��� ��
������7������ �J P∞ ���� ����� ��� ������������ ��������5

� ����	����� �� ���������

���� ��������� ���� ; ��������� E 5 (��� ����� �� ���
���������� �� �������� ������ ��� ������� �� q(ω)	 �� ��� ��/
�������� �� �� ������� ; �4������������ �4�� ���-�K�� ��

��������� P5 ���� ����� ���� ������ �4��������� ��� ���/
��������� P �������� �� ��������� ��� �������� �� '�������5

4��'������� �4�����������'� ������� ������ �3� ���� ��
������ �������% ������ ��� �� 7'��� �5

I ∈ I (���� F

�#�������� ��� P B ω

�����7������ ��� A ��� ω(I)

6��%������� ��-���� q(ω)

���� ; @��� �� P


�� � E ������ '������ �� �4�����������'� �� P

��� ������	� �� ����
��	 ����
�
���� �	

�
�����
����

���	��� ��������� 
4������������ �� E �� %��� ���
�� ������#� �� R

f ���� SF �� ��7�� ���∑
δ∈F

P(δ) = 1 �� P(δ) ≥ 0

�� �������� �����������	 �� '������� �� E �4�#����� �� B

∀δ ∈ F ∇E(P)(δ) =
∑

ω∈Fk

C(ω, δ)q(ω)P(ω)
P(δ)

= >

�J C(ω, δ) ����'�� ���������� �� ������ �4����������� ��
���� δ ���� �� k/����� ω5 
� ������ �� �������� ���������/
���� ��� �����

Pn+1 = Pn − αnπ (∇E(P)) =!>

π ����'�� ���������� �� ���@������ ����������� �4�� �������
��� �4�-������� �� R

f ������� SF 5

���	��� 	��
������ 
� ���������� ��L����� �4���
�������� ����� ��� =!> ��� ��� �� ���������� �� ����������
��� ����� Pn ��� ��L���� ; �����%����5 &� ��� ���� �������
�� ������� ��� ��������������� �� SF �� ��������� �#��/
����������5 �� ������ y = log(P)	 �� ������� ��� ��������
����'�� Ẽ(y) = E(P) �� �� �������� �� '������� ��� y ���/
����������� �4����� B

yn+1 = yn − αnπ
(
∇Ẽ(y)

)

���� �������� �� ������� ����� ��� ��� ����� ��� ��� ����/
���� �� �� %����

Pn+1 = Pn
eαn∇Ẽ(yn)

Kn
=�>

�J Kn ��� ��� ��������� �� ��������������� �������� ��/
������ �� ������������� �� �� ����� ��� ����� ; 15 ����
��������������� ������ ���� �� �����%���� �� ���������� ��
���������� ��� Pn �������������5 &� ��� �������� �4��������/
��� ��� ����� ��������� �� ���������� ��4�� ��������� SF
�� �� �������� ������������ �� M������+ ��� ��� ���� ��
����������� =���� �� �������� �� χ2>	 �� � ����� �� �������/
���� ��������5



�	������� ��� ��	
���� 	��
����� ���� ��� ����
������	 �� ����� �������	 ������� �� SF � �	 �

∇χ2E(P) = ∇Ẽ(y)

&� ��� ����� ���� �4����������� �� �������� �� ��������� �#/
������������ ����� ����� ��� �������� ��� ��� ��������� P

���� �� ������� �������� ������ �� �� �������� �� χ25 ����
�������� � ���� ��������� �� ������ ; �������� G ��7��� H
�� ����� ��� �� %�����3�� �� ������#� �4�� ����� �������/
���� ; �4���������5

��� �
���
�� ������
�


� �������� �� '������� ������������ ���������� ���/
��� �� ��7��� ���������������� �� ���������� ��� �����	
���� ��� ��������� �4��� ��� ����� ������ ��� �4���������
����������� =��������������� �#����������� �� ������� ����/
����� ����� 0 �� 1>5 �7� �� '����� �� ������� �4��������� ��
�� ������� ����������� �� �� ��������� ������������ �� SF 	 ��
��� ���� @�������# �4�������� �� ��������� �� ��8����� ��/
N����� ���� SF ���� ����� �� ������ ����'� ��� �� '�������
��������� �� E 5

�Pt = −π (∇E(Pt)) +
√

Σ�Wt + �Zt =">

Σ ��� ����� ��� ������� ���/��'������ ���� SF 	 Wt ��
��������� ���O���� �������� ����� ��� �Zt ��� �� ���/
������ �� ������ ��� �� %��� �� ���� ������ �� ������#�
������� �� ����� (∇E(Pt)) +

√
Σ�Wt ��3�� �� ���������

���� �� SF 5

4�#������� �� �4������� �� ="> ���� �������� ���� �����

��� �� ��������� �� ������� �� �� ������������ �� �4�����/
������ �� �+���+��� 9�:5 4��� �� ��������� ��� ���� ��/
�������� ���� �� ��� �#��������� ���� %���� �������� E 5

��� ������
��	
�� �	�����	
���

�� �������� �4�#�������� = > �� '������� �� E 	 �� ��������
��� ���� ����������� ������������� ��� �������� �� ��
%���� =">	 �� %��� ������� �� ����� ∇E(Pn) ; ������ �����/
����	 ����� ��� ��������� ��� ���� '����� ����������� ��
q̂(ω) ���� ?��� �������� �� ����� �� �������5 �7� �� ���/
���� ����� ��L����� ��������� ������������� �� ����3��
�#����	 �� ��� �������� �� ������ �� ����� �� ��'�������
�4�����#������� ������������ �3� ��4�� �������� ���

∇E(P)(δ) = E

[
q(ω)C(ω, δ)

P(δ)
|ω ∼ P

k

]
=�>


4�����������'� ������������ ������� ������ ����� �� ��/
����� ��-������������� =!> �� ="> 9"	 �	 P:5
E &���������� P0 ; �� ��� ���%���� ��� �4�������� ��� ��/
������� F 5

E 6��� �������� Pn+1	 �#������ ωn ����� P
k
n �� ������ ;

@��� ��� ����� ��� B

Pn+1 = Pn − αndn +
√

αn�ξn + �zn =P>

���� �� ��7������ �������� �� ������� dn B

dn(δ) =
q(ω)C(ωn, δ)

Pn(δ)
=2>

�� �!���
��� �"������	
�����


4�-����3�� %����������� �4��������� =�> ����� �'���/
���� �����%���� ���� �� ����� dn	 �� ���� ����� ���������
=92:> �� �����3�� %���������� ������� B

����	��� ��� ��� �������� �� �!�� �� ��������� ����
��� ��		� ��� ��� �� �	� ��������� �����������������
�� ���� �� � ���  � ��������� ��	�	� ��� �� �������	 ���
���! �  �� ��������� ��	�	� � ������ ��	���
�	 ����
 "�	���� ������ ����		���� µ �� ��� ��� ��  � �#���
�� $���� ������� %  "�	��
�� E� ��		� ���

µ(P) =
e−E(P)

Z

� �����3�� ������ �� ������'���� ��� ����������� ��/
�������� ���� ��� ����� �4����'�� %�����	 �� ��������� ��
��L����� �� �� ���������� �#���� �� =">5

� �����	�����

���� ������������ ����� ��'������� �� ��������� ��
��������� ��� �����������'� �� ����� �������# ��� ���#
�#������ ���������� �� ������7������5

 �� #������
������ �� $
�����

1��� �� ��� �� �� ��������� �� ����'��	 ���� ���������
�� ���� �� �������� %������� ��� �� �&(	 ��� ���'����� ��
������ 19×19	 �������� ������ ��� 2 ���� �� ������# �� '���5


��  E C���������� ���� �� �� ���� �� �������


�� ��������� ��������� ���� ��� ���������� �� ����� �����/
���	 �������� ������� ���� 9�:	 ��3� ������� ; ��������5 
4��'�/
������ A ��� �� ��'������� �� ���������� ��� �-������� ��
������ &���� '��#�	� ��������5 
� ������ �� ���������
��������� ���������������� ��� �� �4����� ��  ... ����� ���
���� ��������� ; �� ������� ��� �������� ��Q����� �� �����
���� ������� ��� ���%�������� �� ������7������ ���������5

� 7'��� ! �������� ���������� �4���������	 �� %�������

�� ������ k	 �� '��� ������� ��� ��� ��������� ��� ��/
������� ��� ��� ��� �������� ����K� ��� ��� �� ��� ���%����
UF 5
R� ���� ��� �������� ������������ ��� ���%�������� ���3�

�����������'� �4��� ��� �4�#��������	 ������� ������� ��
������ �� ��������� ; ������� ��� %�����5 
� ���%�������
7���� ������� ��� 1.6% �4������ ��� �� ��� �� ���� =">5
��7�	 ��� ���������� �� ����� �������'��� =���� ���� �� �����
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�� ! E ������ ��-���� ��� ��� ������� (���� ���� ���
�#��������� ��� ��� ���%���� =+> �� ��� ������ P∞ ��������
��� �������� ������������ =����������> �� ��8����� ��N�/
���� =��'�� ��������> �� %������� �� k = |ω|5

P∞ ���������> ���� ��������� ��� ��� Q���� �������������
��%��������� �� �4���'� B ������	 ��Q	 ������� �� ����'�
����� �� ���������� �� 7'��� �5


�� � E S������������� ��� ���������� �� ����� �������'���
���3� �����������'�5

 �� ��	��	
�� �� ����

���� �������� �'������� ��� ��'�������� ��� ��� ���/
���� %������� ��� �4,& �� �����'���� ������������5 &� �4�'��
�� �����'�� ��������� =����T��� ����> ������� �� ��/
������� �4�����������'�� �� �� �����	 ����� �4��� �?��
��<�� ����5

�� ��������� ��������� �������� �� %�������� �4������/

���� �� 54 ���� ���/��7��� ���� �� �/���� ���� %����� F 5
A ��� ����� %��� �� ��'������� �� 4/���� ������� �������5 
�
7'��� " ���������� ����� �4��������� �� �4������ ��-���� ��
�4��'������� A ���� �� �����5

; ������	 �4��'������� ��������� �� ��8����� ��N�����

������ ���� ���%������ ��� �� ������ �������� �� '�������
�� ��������� �#������������5 
�� ���� �������'��� ���� �� ���
�#��������� ���� ��� ����� ����������� ������� ����	����
�������� �	��	�� � � � ���� �� ���� �� ��� (��� )*�� ����
���� � � � ���� ��� G ����� �/����� H5 �� ��� ���� �������� ��
���� ���� ���� %��������	 ��� ���� ������%� ��# G ����� �/
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�� " E ������ �� %������� �� ����� ������� ��� ��������
������������ �� ��8����� ��N����� =����������>5

����� H ���� �� ������� ������%� �� ������3�� ��������� ��
�4������ �� ����� ���� �� ������� =������	 �����������
5 5 5>5 ��7�	 ���� �� ���� �� 10 ���������� ��������� 15
���� �#������ ����� P∞	 ���� �������� 7.5% �4������	 ��
��������� ���%������� ��� ����� ���� ����� �� 7% �4������5
1�� ������# %����� '������������� ����� �������� �� ���/

������� ; F �4������� �� ��������� ��� �-������� ��������
��� ��'�������� '��������� =����������� �� ����������� ��
���������>5

����������

9�: �5 U����	 �5 0���������+ ��� S5 1������5 +���
�� 	�,��-� �	� #� ����.�����	�� �� ����	 ������
����������	 ���5 �	 ��5 �/"2	 ��� 5

9 : S5 0������5 /������� 0�	�� ��������� 1 / 
�����
����	 6�������� ,��������- 6����	 ����5

9!: 5 )����� ��� )5 *������5 2 �	� ��������	 �! ��������
��� * 1 /	 �������� � 
���#� ����� �	 	���������
�� ���#������	 ��'��� 6��������'	 ���5  �	 ��5 �/�.	
����5

9�: 65 1����� ��� *5&����5 3	 �����#�4 ��	�	��� �! #�
�� ���	 �����	
 � #� �-���-#�� ���� ��� ,�# ���
� �����	�	 ����������� ����������� S��5	 ���5 !"	 ��5
�	��5 !�/� 	����5

9": �5 U���� ��� 
5 V�����5 / ���#���� � 
���#� �!
!������ �5�����	 !�� ����	 ����
	���		 6�������
�
�	 ��5 �/  	  ..�5

9�: *5 M������ ��� U5 V��5 ���#���� �����5�����	
�	� ��������� � 
���#�� �	� ��� �����	�	 �����'��/
A����'	  ..!5

9P: �5 0�����5 / ��	����� ����� �������# � ���#���
�� �����5�����	�	 �&�� ������ R����5	 ���5 !�	
��5  	 ��5 �!P/�P 	 ����5

92: �5 U����5 6��� ��7����	 ���� 8����� ����� !�� �����
����
	���		 6������� �
�	 ��5 �/ P	  .."5

9�: V5 ���� ��� 15 U����5 / ��������	� ���� !��
����� �� ����		 ������ ����������	 ���5 ��	 ��5
����/�P�"	 ����5


