Vers une nouvelle décomposition de matrice
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Résumé — Pour approximer une matrice par une matrice de rang plus faible on utilise en général la décomposition
en valeurs et vecteurs singuliers, ce qui est optimal pour toutes les normes unitairement invariantes comme la norme
de Frobenius par exemple. Cela se justifie d’'un point de vue statistique, si on suppose que chaque composante a été
perturbée par un bruit additif gaussien et que I’on recherche une estimée de la matrice exacte sous-jacente au maximum
de vraisemblance. Sous d’autres hypotheses il faudrait minimiser une autre norme. Nous considérons le cas ou le bruit
additif est supposé suivre une loi de Laplace.

Abstract — Low rank approximations of a matrix are mostly performed using the singular value decomposition which
is optimal for all unitarily invariant matrix norms, such as the Frobenius norm. From a statistical point of view this
approach is justified when the components are perturbed by independent and identically distributed zero mean gaussian
noise. If this assumption is not valid other norms and thus approximations should be considered. The norm we consider
below corresponds to noise samples that would be assumed to follow the Laplace or double-exponential distribution.

1 Introduction

En traitement du signal ou de 'image on a souvent be-
soin d’approximer une matrice par une matrice de rang
inférieur. Si les composantes de la matrice réelle A de
dimension (m,n) et de rang r sont perturbées par des
variables aléatoires elle va devenir de rang plein et esti-
mer la matrice initiale est un probleme difficile qui peut
nécessiter une estimation préalable du rang. Si les pertur-
bations aléatoires sont indépendantes, centrées et gaus-
siennes il faut utiliser la norme de Frobénius que nous
allons noter |[||A |||, :

A [l = (Y a3 ;)" = trace(A”4)'/? (1)
(2%
et si le rang r est connu, il faut résoudre

mAin NA |||l st. rang(A—A)=r (2)
La solution est bien connue et se déduit de la décomposition
en valeurs et vecteurs singuliers (SVD) de la matrice A.
Si on suppose que les perturbations suivent une loi de La-
place (exponentielle double) fx(z) = g e A1l 1a norme &

utiliser & la place de (1) est
Ay = lail (3)
,J

En effet comme les perturbations sont indépendantes, la
loi jointe est égale au produit des lois et maximiser la log-
vraisemblance conduit dans le cas gaussien a minimiser la
norme de Frobenius et dans le cas Laplace a minimiser
cette norme ‘41’ (3).

Si on considére les matrices de dimension (m,n) comme
des vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n x m,

la norme vectorielle euclidienne ou £, ||z2 = (3, 2?2 )1/2

et la norme vectorielle ¢y ||z[y = ), |x;| induisent les
normes matricielles (1) et (3) respectivement.
A notre connaissance le probléeme de ’approximation

mAin A |Il, sous rang(A—A)=r (4)
associée & la norme (3) n’a pas été considéré a ce jour et
nous en présentons quelques aspects.

Dans le paragraphe qui suit nous rappelons quelques
résultats concernant la décomposition en valeurs et vec-
teurs singuliers (SVD), puis nous présentons les liens entre
la norme de Frobenius, la SVD et certains problemes d’ap-
proximation de matrices. Nous introduisons ensuite la nou-
velle décomposition et un algorithme (cotiteux) pour ’ob-
tenir. Nous terminons par un exemple avant de conclure.

2 La décomposition en valeurs et
vecteurs singuliers

La décomposition en valeurs et vecteurs singuliers d’une
matrice réelle A de dimension (m,n) et de rang r est de la
forme A = UXV7T avec U et V des matrices unitaires
20

T AV —
UAV_[0 0

} ot ¥ =diag(oy, ... ,0,)
avec 01 > 09 .. >0, >0

On peut décomposer U en | Uy Us | avec Uy ayant r co-

lonnes et décomposer V de fagon analogue pour avoir

A=USV = orupvf (5)
1

qui est parfois appelé la factorisation en valeurs et vecteurs
singuliers Les colonnes de U; forment une base orthogo-
nale de R(A), 'image de A et les colonnes de V; une base



orthogonale de R(A”). Les colonnes de Uy et V5 sont alors
des bases arbitraires des espaces complémentaires.

La factorisation (5) permet d’écrire simplement la pseudo-
inverse AT de A: AT = V;X 71U une inverse généralisée
spécifique de A. On rappelle qu'une inverse généralisée de
A est une matrice A~ vérifiant AA~A = A.

3 Norme de Frobenius et SVD

Nous commencons par le probleme suivant. Soit A une
matrice réelle de dimension (m,n) et de rang r, on cherche
une perturbation A de norme minimale qui fait chuter le
rang de A de un:

rang(A — A) =rang(4A) —1 (6)
Nous allons supposer que A est de rang un. Ceci est vrai
pour la norme de Frobenius mais ne I’est pas nécessairement
pour d’autres normes.

Bien que la solution soit bien connue et découle facile-
ment de résultats plus généraux, nous allons I’établir car
la démonstration utilisée est similaire & celle que nous al-
lons utiliser plus loin pour trouver la solution dans le cas
de la norme ‘41’ (3). Nous allons utiliser le lemme suivant
et son corollaire.

min [|A I, st

Lemme 1: Pour une matrice A donnée, toute matrice
A de rang un qui est telle que rang(A-A) = rang(A) -1,
est de la forme

_ AzyT A
A= yT Az

yl Az #0 a

avec

Corollaire 1: La matrice A de rang un peut aussi
s’écrire

A = ab®

= T A—a bTAfa# 0

avec
a € R(A), b e R(AT) et A~ une inverse généralisée de A.O
Comme on suppose que 'optimum de (6) est atteint en

une matrice de rang un, en utilisant le corollaire et en
prenant A~ = AT, (6) se réécrit

: ab” < T A+ T
min 3z gy o o d"ATa #0, a € R(A), beR(AT)
comme |[|ab” |||, = ||lal|2 [|b]|2, son optimum se déduit de

malbjx|bTA+a\ avec ||als = ||bll2 = 1, a € R(A), b R(AT)

Nous montrons maintenant que 'optimum de ce dernier
probléme est atteint en a = u,- and b = v, ce qui conduit
alA= O'TU,TU?Z
p'ATal = Ppr'ViE'UT |
= [yTE 7]
= o7tz + .+ o ez
o () ++ -+ lyrze])
o Hyll2 Izl (inégalité de Schwarz)

-1
T

avec y=VIb, z2=Ula

IAIA

g

le maximum est donc inférieur & o, ! mais comme par

ailleurs |vX Atwu,| = 07! cette valeur est atteinte pour
a=u, et b=n0,.

Nous n’avons fait que vérifier que A avait la forme at-
tendue, mais en utilisant le lagrangien il est facile d’établir
ce résultat et en tout cas de montrer que I'optimum s’ob-
tient a partir de la SVD de A. Grace au lemme 1 le
probléme se réécrit

max |y7 Az| with [|Az|s <1, [|[ATyl2<1
T,y

ol nous avons remplacé les contraintes égalités par des
inégalités car cela ne modifie pas le probleme. Le lagran-
gien s’écrit :

Uz y) = —y" Az + 5(J Azl = 1) + 5([A'Y ]2 - 1)
et ses points stationnaires, qui vérifient les conditions
nécessaires du premier ordre, doivent satisfaire:

ATy +MATAz =0, A>0, [Az|z=1

—Az + pAATy =0, p>0, [ATyllz=1

On observe qu’en un point stationnaire A = p = |y Az|
et en posant u = Az, v = ATy et 0 = 1/\ = 1/p ces
conditions deviennent

>0

ATy = ov, lulla =1, (7)

Av = ou, [lv]]e =1

On reconnait le couple d’équations que doivent satisfaire
les valeurs et vecteurs singuliers { o, u,v } aussi connues
sous le nom d’équations de Schmidt. Comme o = 1/|y? Ax|
doit étre minimisé on retient le triplet { o.., u,, v, } et il est
facile de vérifier que les conditions suffisantes du second
ordre sont satisfaites par u, et v, si la valeur singuliére
minimale o, est simple.
Nous avons donc montré que 'optimum de

i A A—A)= A)—1
s A [l sons  rang(d — A) = rang(4)
est atteint en A = aruTvTT et a pour valeur o, la va-

leur singuliere minimale de A. Si on remplace mainte-
nant A par la matrice A — o,u, vl et que I'on se repose
le méme probleme de minimisation, on trouve pour so-
lution A = Ur,luT,leLl. La décomposition en valeurs
et vecteurs singuliers peut ainsi étre obtenue de proche en
proche en résolvant une suite de problemes d’optimisation.

C’est ce que nous nous proposons de faire en utilisant
la norme %1’ (3) a la place de la norme de Frobenius (1).

4 La décomposition ‘/;’

4.1 La brique de base

Soit une matrice A de dimension (m,n) et de rang r, on
cherche la perturbation A de norme ‘/;’ minimale qui fait
chuter son rang de un. On cherche la solution de

mAin IIA |||, sous rang(A— A)=rang(A)—1 (8)

On suppose que 'optimum est atteint en une matrice A
de rang un. Nous n’avons pas réussi a établir ce résultat
sauf si A est de rang plein. En utilisant le corollaire 1 et
le fait que |[|lab” |||, = [la]l1 ||b]l1, le probleme (8) devient

max " A”al, Jlally <1, b1 <1, a € R(A), b€ R(AT)



ol, sans changer I'optimum on a remplacé les contraintes
égalités par des inégalités. On réécrit maintenant les condi-
tions a € R(A) et b € R(AT) en utilisant les matrices Uz et
Vs introduites plus haut (5), leurs colonnes sont des bases
orthogonales arbitraires des espaces complémentaires de
R(A) et R(AT) respectivement. a € R(A) devient UL a = 0
et b € R(AT) devient Vil 'a = 0 et le probleme (8) est alors
équivalent a

max W' A~al, |laly <1, |b]1 <1, Ufa=0, Vfb=0

(9)
dont le lagrangien est
ﬁ(x7 Y, A1, Ao, Aq, Ag) = —|bTA_a| + )\1(”&”1 - 1)
+o(|blly = 1) + ATUT a + ATV D
Pour écrire les conditions a satisfaire par ses points sta-
tionnaires on introduit la sous-différentielle, une extension
de la notion de gradient en des points ou il n’est pas défini

0 |zl = {vl"z = |lzll1, vl <1}

={vjv; =41 si %z #0 and |v;] <1 sinon}

Avec ces notations les points stationnaires satisfont:
—sign(bT A=a)A~Tb + X0 ||a||1 + U2A; = 0,
—sign(b" A~a)A"a + X209 ||b]|1 + VaAs =0,
llally = 1, |61 = 1,A1 >0, A2 >0, UTa=0, Vifb=0

Comme aTd(a)=||al|; et sign(bT A~a)(bT A~ a)=[bT A~ al,
en pré-multipliant la premiere relation par a”, et la se-
conde par b on a \; = Ay = [bT A~ al. Les deux premiéres
relations deviennent alors

—A_Tb—|- A0 Ha||1 + U\ = 0, A\ >0

—A7a+ X0 ||b]y + V2A2 =0,
en posant o = 1/A; = 1/Aq et en observant que AA"a = a
puisque a € R(A) et AV, = 0 et les propriétés analogues
pour b et V5, on obtient les conditions suivantes en pré-
multipliant ces deux relations par AT et A respectivement

AT9||al|; = ob, oc>0 (10)
A 0O ||blj1 = oa,

lallx =1,
ol =1

Le couple a, b vérifiant ces conditions et associé au o le
plus petit est génériquement unique et la matrice de rang
un oab? est alors une candidate & 'optimum de (8). Nous
n’avons pas trouver les conditions suffisantes que ce point
doit satisfaire.

Ces relations (10) sont le pendant des équations de
Schmidt (7) qui caractérisent les triplets singuliers de la
matrice A. Alors qu’il est facile de combiner les relations
(7) pour faire apparaitre les équations caractérisant les
valeurs et vecteurs propres des matrices AAT and AT A,
rien de tel ne semble faisable ici et nous avons seulement
été capable de résoudre (10) a I'aide d’un algorithme de
recherche exhaustive. Mais avant d’en arriver a un tel al-
gorithme il nous faut établir le résultat suivant:

Lemme 2: La matrice optimal de rang un A = % =
oab? déduite de la solution du probléeme (9) est le produit
d’un vecteur colonne par un vecteur ligne ayant chacun
au moins r — 1 composantes nulles. O
Démonstration: Nous montrons que 'optimum (a,, b,) de
(9) est tel que a, a au plus m-(r — 1) composantes non
nulles et b, au plus n-(r —1) composantes non nulles. Pour
b, fixé, le vecteur a est solution de

max bl A~a sous |ja|; =1, ULa =0
dans lequel on reconnait un programme linéaire en a pour
lequel 'optimum estgénériquement atteint en une solution
de base admissible. Dans notre cas cela signifie que ’opti-
mum a au plus m —r + 1 composantes non nulles puisque
l'on dénombre m — r + 1 contraintes linéaires égalités.
Un raisonnement analogue permet d’établir le résultat an-
noncé pour b. |

4.2 L’algorithme de recherche exhaustive

Nous proposons un algorithme qui donne toutes les so-
lutions (o, a,b) qui vérifient (10):
AT(9||G||1 = O'b7
49 bl = aa,

fafl =1
o] = 1,

c>0

pour A une matrice (m,n) de rang r. A (o, a,b) on associe
la matrice de rang un A = gab”.

On consideére toutes les matrices carrées d’ordre (r — 1)
que l'on peut extraire de A. En échangeant les lignes d’une
part et les colonnes d’autre part, on ameéne chacune de
ces sous-matrices dans le coin supérieure gauche et on
la note Aj 1. On résout alors (10) pour chacune de ces
permutations. Comme le lemme précédent nous a appris
que a et b ont au moins r-1 composantes nulles, on sup-
pose que ce sont celles de a; et by, les sous-vecteurs as-
sociés a A ;. Les composantes restantes dans as et by
sont alors génériquement non nulles. On décompose de la
méme fagon J|a||; en deux sous-vecteurs da; et sign(as)
et de méme pour J||b|;. Comme a; = 0, les composantes
de O||a||y sont dans lintervalle (—1,1). Comme les com-
posantes de as sont supposées différentes de zéro, les com-
posantes correspondantes dans J||all; sont égales & +1
d’otr la notation sign(ag) pour désigner la fonction signe
usuelle;

Pour chaque permutation, on décompose donc la ma-
trice A en 4 blocs A;; et la seconde équation de (10)
A0||bl|l1 = oa se transforme en deux sous-relations qui
s’écrivent, avec les notations que nous venons d’introduire

Al,labl + ALQ Sigﬂ(bg) =
Ag’labl + A272 sign(bg) = 0oa

ca; =0

Si Aj; n’est pas inversible, on passe a la permutation
suivante, sinon la premiere de ces deux relations permet
de calculer 9b; pour chacune des 2("~") valeurs possibles
de sign(by) € [£1 +1 ..£1]T. Pour chaque sign(bs)
on vérifie si ||0b1]|s0 < 1 et si c’est la cas on a obtenu un
couple cohérent 9by, sign(by). Pour chacun de ces couples
on utilise la seconde relation pour en déduire o > 0 et ag
avec |laz]l1 = 1. On passe alors a la premiere équation de
(10) AT9|la||; = b qui donnent également deux relations
supplémentaires

aalTALl + sign(ag)TAz,l = obf =0
80;{141’2 + Sign(ag)TAQ,Q = O'bg
Comme sign(az) est maintenant connu, on vérifie si
|0a1]lcc < 1 dans la premiere relation. Si tel est le cas,

on déduit o’ > 0, by de la seconde. Il reste alors & voir
si 0/ = o et si les signes des composantes de by sont les



mémes que ceux de sign(bg) € [£1 +1 ..£1]7T retenu
plus haut dans la premiere relation issue de la seconde
équation de (10). Si toutes ces conditions sont satisfaites,
on a trouvé un point stationnaire du Lagrangien.

Il y a en général plusieurs points stationnaires mais leur
nombre n’est ni fixe ni prévisible contrairement a ce qui
est le cas pour (7). On ne retient que la solution associée
au o le plus petit. Elle semble génériquement unique.

On peut développer un autre algorithme de recherche
exhaustive qui donne, bien entendu, le méme résultat.
Dans le développement précédent, on cherche pour chaque
permutation, la perturbation A dont seul le bloc Ag o est
non nul. On recherche donc la sous-matrice Ay qui fait
chuter le rang de A de un quand elle est soustraite de A ».

Si A1 est inversible une telle matrice A existe toujours.
La sous-matrice Ag o associée vaut Az o — A2,1A;%A172 et
peut étre vue comme le complément de Schur de Al,l dans
A. On montre facilement qu e Ag 5 est de rang un qui
peut donc se mettre sous la forme cagbd avec |laz|; = 1
et ||b2]l1 = 1. Mais rien ne garantit que le triplet o, as, by
vérifie les conditions imposées par (10). Les rares cas ol
ces conditions sont satisfaites, meénent aux mémes ma-
trices que 'algorithme précédent. Cela semble notamment
toujours étre le cas pour le Ay o de norme ’l;” minimale

5 Un exemple

Pour illustrer la décomposition proposée nous ’appli-
quons a une matrice carrée d’ordre 4 inversible. On peut
remarquer que le lemme 2 appliqué plus généralement a
une matrice inversible d’ordre n nous dit que la matrice
A = oab” de rang un et de norme ’l;’ minimale qui fait
chuter son rang de un est une matrice ayant juste une
composante non nulle. La solution & ce probléeme spécifique
s’obtient facilement directement. Apres avoir soustrait cette
matrice de A, la nouvelle matrice est d’ordre n et de rang
n—1 et le lemme 2 nous apprend que la matrice A = cab”
de norme ’l;” minimale qui fait passer son rang a n — 2
est le produit de deux vecteurs ca et b ayant au plus deux
composantes non nulles chacun. En continuant ainsi on
en déduit que la k-ieme matrice dans la décomposition
est le produit de deux vecteurs ayant chacun au plus k
composantes non nulles.

Pour la matrice de Vandermonde d’ordre 4

1 1 1 1
2 4 .6 .8
.04 16 .36 .64
.008 .064 .216 .512

la décomposition que l'on obtient et de la forme A =
GDHT ou dans les colonnes de G de norme ¢; unité se
trouvent les vecteurs a;, dans les colonnes de H de norme
f1 unité se trouvent les vecteurs b; et les o; sont sur la
diagonale de D, A=Y, o;a;b!

A:

0 0 —0.5938 —0.4615
oo | 0 05682 0 —0.2592
-1 0 0.1781  —0.1661
| 0 —04318 0.2280 —0.1131
[ 0.0100 0 0 0
D— 0 0.2247 0 0
0 0 2.0157 0
0 0 0 7.9121
[ 0 —0.7000 —0.4051 —0.1411
o |1 0 —0.2405 —0.1950
0 0.3000 0 —0.2739
0 0 0.3544  —0.3900

6 Conclusions

Les résultats que nous avons proposés, peuvent aussi
étre utilisés pour résoudre ce que 'on pourrait appeler
le probleme des moindres déviations totales par analo-
gie avec le probleme des moindres carrés totaux. Si le
probléme des moindres déviations consistent & résoudre

min ||Az — b1
x

avec A une matrice (m,n) de rang n et x et b des vecteurs
de dimensions adéquates, qui s’écrit aussi min,. , ||r||1 sous
r = Ax — b, celui des des moindres déviations totales cor-
respond a résoudre
minR Il [Rr]]ll; sous (A+R)x=0b+r
xr, T

»

et a déja été consideére dans [9].
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