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Résuḿe –Dans cet article nous proposons d’utiliser des modèles statistiques non linéaires dans le cadre de la reconnaissance de formes. Les
objets que nous visons̀a reconnaitre sont définis par des ensemble ordonnés de points. Nous presentons ici deux modèles : le premier repose
sur la d́efinition d’une fonction de projection explicite, le second est inspiré de l’analyse en composantes principalesà noyau (Kernel Principal
Component Analysis). Ces travaux ont pour objectif l’estimation de la position d’objets partiellement visibles. Les deux modèles ont́et́e valid́es
en ćephaloḿetre avec de bons résultats.

Abstract – In this paper, we deal with the pattern recognition problem using non-linear statistical models based on Kernel Principal Component
Analysis. Objects that we try to recognize are defined by ordered sets of points. We present here two types of models: the first one uses an
explicit projection function, the second one uses the Kernel trick. The present work attempts to estimate the localization of partially visible
objects. Both are applied to the cephalometric problem with good results.

1 Introduction

Notre approche s’inscrit dans le cadre de la reconnaissance
de formes statistique. L’un des pionniers en analyse de formes
est Kendall[5]. Il assimile une formèa l’information restante
apr̀es alignement de deux objets. Cette définition est ŕeutilisée
par Cootes[2] dans les modèles de formes et d’apparence. Com-
pośes d’une forme moyenne et de la variabilité autoriśee autour
de cette forme moyenne, ces deux types de modèles utilisent
l’Analyse en Composantes Principales (ACP). Un modèle de
profil d’intensit́e intervient en plus dans le modèle d’apparence.
Ce dernier reste valable sous l’hypothèse d’une distribution
linéaire. Quelques travaux récents proposent des modèles d’in-
tensit́e non lińeaires baśes sur des classifieurs de type K plus
proches voisins et sur la selection de caractéristiques locales si-
milairesà l’analyse de texture[3] ou sur le recalage sur l’image
d’un mod̀ele inspiŕe de l’algorithme de filtrage particulaire[1].
Ces derniers restent cependant applicables si les caractéristiques
recherch́ees sont localiśees sur des contours bien marqués dans
l’image.

Dans cet article nous nous intéressons plus particulièrement
à l’application en ćephaloḿetrie. Son objectif est de localiser
des points anatomiques sur les radiographies crâniennes en vue
d’un diagnostic ḿedical. La d́efinition anatomique des points
céphaloḿetriques est cependant difficilement applicable sur les
radiographies. Le repérage s’av̀ere difficile et est sujet̀a une
variabilité d’environ 2 millim̀etres. Les hypoth̀eses ńecessaires
à l’utilisation des mod̀eles d’apparence n’y sont pas vérifiés[4].

Dans notre problème, nous disposons d’une base d’images
radiographiques expertisées (points anatomiques appelés points
céphaloḿetriques) et de connaissancesa priori (la position des
points recherch́es est relativèa la forme du cr̂ane). Le contour
crânien est d́etect́e automatiquement dans chaque image. L’en-
semble d’apprentissage est composé des points ćephaloḿetri-

ques et des points issus de l’échantillonnage du contour crânien
(c.f.figure 1).

Contour cr̂anien d́etect́e
automatiquement.

Points anatomiques (expertise
humaine).

FIG. 1: Base d’apprentissage en céphaloḿetrie

Nous proposons d’aborder le problème d’estimation de points
caract́eristiques par une approche statistique. Notre modèle doit
être capable de retrouver les points anatomiques sur une image
inconnue. Sachant que le contour crânien peut̂etre d́etect́e sur
toutes les images, le problème que nous posons est celui d’iden-
tifier l’occultation partielle d’une observatioǹa partir de la par-
tie visible. L’idée majeure consistèa utiliser la variabilit́e, l’ob-
servation moyenne ainsi que les relations spatiales existantes
entre les caractéristiques de l’observation. Nous présentons ici
la comparaison de deux modèles non lińeaires. Les deux mo-
dèles sont appris dans un espace caractéristique non lińeaire.
Le premier mod̀ele est baśe sur l’ACPà noyau (Kernel PCA)
et repose sur une projection implicite, le second sur une projec-
tion explicite.



2 Méthodologie

En ćephaloḿetrie une observation est partiellement connue.
Elle est compośee des coordonnées des points issues de l’échan-
tillonnage du contour crânien d́etect́e automatiquement ainsi
que de celles des points céphaloḿetriques dont la position est
suppośee inconnue. Le problème que nous visons̀a ŕesoudre
est de d́eterminer la partie inconnue de l’observation en utili-
sant un mod̀ele statistique non lińeaire et la partie connue de
l’observation. SoitX l’observationà reconstruire (les données
connues sont placées en t̂ete de l’observation). Le modèle sta-
tistique permet alors de déterminer les param̀etres de varia-
bilit é de l’observatiońetudíee par rapport̀a une observation
moyenne. Trouver la partie inconnue deX est équivalentà
trouver la forme appartenant au modèle dont les premières co-
ordonńees sont donńees par la partie connue deX.

Nous proposons dans ce cadre deux modèles non lińeaires
diff érents. Le premier est un modèle implicite baśe sur l’ACPà
noyau. Le second en revanche est un modèle explicite baśe sur
les rapports d’aires algébriques de triangles.

2.1 Modèle implicite baśe sur l’ACP à noyau

2.1.1 L’ACP à noyau - Kernel PCA

L’ACP à noyau consiste en une projection des données dans
une espace caractéristique de grande dimensionnalité F , puis
en une ACP dansF . La fonction de projection est non linéaire.
Dans un probl̀eme de localisation, la forme moyenne explicitée
dansF doit être projet́ee dans l’espace d’origine. Le choix de
la fonction de projection inverse s’avère probĺematique.

Soit n le nombre d’observations présentes dans l’ensemble
d’apprentissage. SoientXi i ∈ {1, · · · , n} les observations.
Soitϕ la fonction de projection non lińeaire telle que :

ϕ : Rn 7→ F
X 7→ ϕ(X)

Soitk(Xi, Xj)(i,j)∈{1,···,n}2 un noyau de Mercer. Ce noyau
peutêtre utiliśe pour calculer une matriceK définie positive. Il
permet de reformuler une projection en terme de produit sca-
laire :k(Xi, Xj) = 〈ϕ(Xi), ϕ(Xj)〉 .

Le noyau que nous utiliserons est le noyau gaussien :k(X, Y ) =
exp −‖X−Y ‖

2σ2 .
Dans son algorithme Schlkopf remplace le calcul de la ma-

trice de variance-covariance dansF (ACP) par celui de la ma-
trice K (matrice de Gram). Cet algorithme se résumeà trois
étapes :

– 1. Calcul de la matriceK : Kij = 〈ϕ(Xi), ϕ(Xj)〉 .
– 2. Calcul des valeurs propres et vecteurs propres deK.

Leur normalisation :λk

〈
αk, αk

〉
= 1.

– 3. Calcul des projections sur les composantes principales :
βk =

∑n
i=1 αk

i k(Xi, X).

L’algorithme de Scḧolkopf s’arr̂ete l̀a. Afin de resoudre le
probl̀eme de retroprojection dans l’espage d’origine il est inter-
essant de d́efinir la fonction que nous seront amenéà minimiser
par rapport̀aϕ. Cette fonction est :

Plϕ(X) =
l∑

i=1

βiV
i.

Cet algorithme est valable pour des observations centrées :
n∑

i=1

ϕ(Xi) = 0.

Le centrage des données est facilèa assurer dans l’espace
d’origine, beaucoup plus difficile dans l’espaceF , puisque l’on
ne peut pas calculer explicitement la moyenne des observations
projett́ees dans cet espace. Il existe cependant une solutionà ce
probĺeme. Il s’agit de calculer la matrice de Gramà la place de
la matriceK. La matriceà diagolaniser devient alors :

G = K − 1nK −K1n + 1nK1n,

où 1nij = 1
n pour tout{i, j} ∈ {1, · · · , n}2.

2.1.2 Projection implicite et pseudo-inverses utilisant l’as-
tuce noyau

Chaque observation est composée dem coordonnes points
caract́eristiques (contour crânien echantillonńe et points ana-
tomiques). Notre objectif est d’identifierp coordonńes incon-
nues d’une observation quelconque, où p < m

2 . Pour ceci nous
sommes ammenésà travailler dans trois espaces différents (fi-
gure 2). Le premier est espace image (espace d’origine) de di-
mensionm (nombre de coordonnées des obesrvations), le se-
cond est l’espace caractéristiqueF de dimensionL > m, le
troisième est l’espace Kernel PCA de dimensionn. Ce type de
sch́ema áet́e propośe dans [6]. Nous proposons ici d’étudier la
projection directe entre l’espace Kernel PCA et l’espace image
(projection 5, figure 2), projection nońetudíee jusqu’̀a pŕesent.
Cetteétude nous conduit́a expliciter des des pseudo-inverses
en efectuant des minimisations multidimensionnelles.
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FIG. 2: Trois diff́erents espaces.

SoientX une observation dans l’espace image etXi la ième

observation dans l’ensemble d’apprentissage. Soientϕ la fonc-
tion non lińeaire de projection entre l’espace image et l’espace
Kernel PCA etβ les coordonńees d’une observation dans l’es-
pace Kernel PCA. SoitZkpca la pre-image, qui correspond̀a
l’observationX reconstruite dans l’espace imageà partir de
l’espace Kernel.

Pseudo-inverse utilisantβ
Consid́erant une observationXkpca dans l’espace Kernel PCA

nous pouvons calculer son imageZkpca en minimisant :

‖Xkpca − β‖2 ,

avecβ = (β1, · · · , βl) les projections deXkpca sur l com-
posantes principales :βk =

∑n
i=1 αk

i k(Xi, Xkpca). En d́eve-
loppant cettéequation nous obtenons la pseudo-inverse utili-
santβ:

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

αik(Xi, Zkpca)− β

∥∥∥∥∥

2

. (1)



Pseudo-inverse utilisantZkpca

Il est possible de reformuler la pseudo-inverse préćedente en
exprimantk(Xi, Zkpca) en fonction deβ. Nous savons que :

βk =
n∑

i=1

αk
i k(Xi, Zkpca).

En ŕeécrivant lesβk en utilisant un formalisme matriciel on
obtient :


β1

...
βn


 =




α1
1 · · · α1

n
...

. . .
...

αn
1 · · · αn

n







k(X1, Zkpca)
...

k(Xn, Zkpca)


 . (2)

SoitB la matrice :

Bij =
〈
αi, αj

〉
.

αi sont les pseudo-vecteurs propres de la matriceK calcuĺes
par rapport̀a ses vecteurs propresV i et ses valeurs propresλi :

αi = V i√
λi

,
〈
αi, αj

〉
= 〈V i,V j〉√

λiλj
.

Nous savons que lesV i forment une base orthonormée. Nous
obtenons alors:

〈
αi, αi

〉
=

1
λi

et B =




1
λ1 · · · 0
...

. ..
...

0 · · · 1
λn


 .

Nous en d́eduisonsB−1. Nous pouvons alors calculerα−1:

α−1 = αtB−1.

L’ équation (2) devient :




k(X1, Zkpca)
...

k(Xn, Zkpca)


 = (3)




α1
1 · · · αn

1
...

. ..
...

α1
n · · · αn

n







λ1 · · · 0
...

.. .
...

0 · · · λn







β1

...
βn


 .

La pseudo-inverse associéeàZkpca est alors d́efinie par :
∥∥∥∥∥k(Xj , Zkpca)−

n∑

i=1

αj
i λ

jβj

∥∥∥∥∥

2

. (4)

2.2 Modèle explicite

Le deuxìeme mod̀ele est explicite. Il est basé sur l’́elaboration
d’une fonction de projection explicite entre l’espace image et
l’espace de caractéristique dans lequel la variabilité est mod́elisée.

Fonction de projection
La premìere étape consiste en la détection de la forme de

référence (contour crânien). Cette forme est ensuiteéchantillonńee
enp pointséquidistantsPi, i∈{1,···,p}.

L’espace caractéristique non lińeaire est alors d́efini par les
rapports de surfaces de triangles obtenusà partir de l’́echantillon-
nage pŕećedent. Les coordonnées d’un point de l’imageM(x, y)
sontβ, γ et δ calcuĺes pour chaque triangle possible :

β = PjMPk

PiPjPk
γ = PkMPi

PiPjPk
δ = PiMPj

PiPjPk

i Pk

M

P

jP

FIG. 3: Nouvelles coordonńees d’un pointM

où PiPjPk est l’aire alǵebrique du trianglePiPjPk.
Ces coordonńees v́erifient :

β ×−−→MPi + γ ×−−−→MPj + δ ×−−−→MPk = −→0 .

Soit l le nombre de triangles obtenusà partir de l’ensemble
des pointsPi. Les nouvelles coordonnées deM sont :

ϑ = [β1 γ1 δ1 . . . βl γl δl]
t = A′M,

où A′ est une matrice utiliśee pour projeter les données de l’es-
pace cart́esien dans notre nouvel espace caractéristique.

Le point fort de cette projection est le fait que les données sur
lequelles nous travaillons ne doivent pasêtre ńecessairement
centŕees. Cette projection assure leur invariance visà vis des
transformations affines, propriét́e tr̀es int́eressante lorsqu’on tra-
vailles dans le cadre d’une application médicale.

Modélisation de la variabilité et des relations spatiales
L’apprentissage est effectué sur une base composée deN

images expertiśees. Pour chaque image nous détectons la forme
de ŕeférence et on l’́echantillonne. Pour chaque imagei nous
disposons d’un ensemble de points{P i

k}k∈{1,...,p} d’une ma-

trice A′i et d’un ensemble dem′ = m
2 coordonńees de points

anatomiques{C ′ij}. On calcule la position moyenne de chaque
point caract́eristique. Soitϑi le vecteur reprsentant les coor-
donńees dans de nouvel espace d’un point caractéristique dans
l’image i. La position moyenne de ce point est donnée par :

ϑ̂ =
1
N

N∑

i=1

ϑi.

La varianceσ̂ des vecteursϑi est aussi calculée. Nous en
déduisons une matrice de pondérationP :

P =




1
σ̂1

· · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1
σ̂3l


 .

La matriceP permet de donner plus d’importance aux co-
ordonńees robustes : Lorsque l’échantillonnage de la forme de
référence donne un nombre important de points, seuls certains
son important. On propose alors d’appliquer une ACP sur la
matrice de covariance des vecteursϑi. Seuls lesd

′
compo-

santes sont retenues. Ces composantes correspondent aux va-
leurs propres les pluśelev́ees, elle forment la matriceΦ.

Estimation des points
Soit ϑ le vecteur repŕesentant le points caractéristiqueC

dans le nouvel espace. EstimerC dans une nouvelle image con-
siste en la ŕesolution du système :ϑ̂ = A′C, où ϑ̂ est le vec-
teur moyen appris etA′ la matrice d́efinie relativement aux ca-
ract́eristiques de la nouvelle image. On résout ce problème en



utilisant les moindres carrés pond́eŕes. La position estiḿeeC̃
du pointC dans une image inconnues est donnée par l’́equation :

C̃ = (A′tP tΦΦtPA′)−1A′tP tΦϑ̂.

3 Résultats

En ćephaloḿetrie, le contour cr̂anien est́echantillońe en 6
points, soit 12 coordonnées. Nous avons testé les ḿethode pour
l’estimation de 14 points ćephaloḿetriques sur 80 images et
ceci avec l’approcheleave-one-out. Dans la ḿethode utilisant
les noyaux on a utiliśe la ḿethode de Powell pour la minimisa-
tion.

pts Ex Ey σx σy

NA 3.8 4.2 2.93 3.37
M 3.9 4.2 2.83 3.44

FM 4.1 4.0 3.10 3.36
SE 4.6 3.5 3.37 3.63

TPS 4.8 3.8 3.77 3.54
CLP 4.9 4.3 3.45 3.79
SSO 4.8 3.9 3.70 3.47
BA 5.8 3.8 3.76 3.50
CT 5.4 3.3 3.52 2.90
OP 7.2 4.8 4.78 3.65
OB 6.5 4.5 4.56 3.38

PTS 4.6 3.3 3.23 3.25
PTI 4.5 3.2 3.42 2.51
BR 7.4 5.1 4.87 3.88

Moyenne 5.2 4.0 3.66 3.41
(2)

TAB . 1: Erreur moyenne et́ecart type (en millim̀etres) associés
à la méthode baśee sur la pseudo-inverse utilisantβ (calcul
effectúe avec un noyau gaussien etσ = 0.005).

pts Ex Ey σx σy

NA 0.6 1.6 0.73 1.83
M 1.1 1.7 0.94 1.84

FM 1.3 1.6 1.00 1.78
SE 2.1 2.3 1.68 1.91

TPS 2.3 2.2 1.87 1.63
CLP 2.5 2.3 1.85 1.70
SSO 2.8 2.5 2.17 1.94
BA 4.1 2.3 3.22 1.82
CT 3.4 2.0 2.67 1.61
OP 4.9 2.2 4.37 1.87
OB 4.6 2.1 4.04 1.73

PTS 2.5 2.2 2.09 1.77
PTI 3.4 2.3 2.83 1.82
BR 4.5 1.2 3.70 0.90

Moyenne 2.9 2.0 2.93 1.78
(1)

TAB . 2: Erreur moyenne et́ecart type (en millim̀etres) associés
à la méthode baśee sur une fonction de projection explicite.

Le tableau 1 pŕesente les ŕesultats obtenus en utilisant la
pseudo-inverse utilisantβ et l’astuce noyau. Le tableau 2 présente

les ŕesultats obtenus en utilisant la fonction de projection ex-
plicite (donńees invariantes par transformations affines). Les
résultats obtenus montrent que la deuxième ḿethode donne
de meilleurs ŕesultats approchant la variabilité inter-experte.
La méthode utilisant les noyaux est moins performante du fait
de la minimisation nuḿerique qui ne converge pas toujours
dans le cadre ǵeńeral. Des aḿeliorations utilisant les expres-
sions analytiques des noyaux dans ce formalisme sont en cours
de ŕealisation. L’avantage de la ḿethode baśee sur les noyaux
réside dans le fait que la fonction de projection n’a pasà être
explicité et calcuĺe.

4 Conclusion

Dans cet article, nous avons présent́e et compaŕe deux ḿetho-
des de reconstruction des parties invisibles d’un objet en uti-
lisant une approche statistique. Le cadre statistique offre un
moyenélégant pour ŕesoudre ce problème, en utilisant aussi
bien la variabilit́e autoriśee par le mod̀ele que les relations spa-
tiales existantes entre les différentes caractéristiques de l’objet
mod́elisé. Il apparat que les modèles baśes sur les Kernel PCA
sont int́eressant pour résoudre ce problème, m̂eme si une fonc-
tion de projection explicite dansF donne de meilleurs résultat.
La définition d’une telle fonction est un problème difficile.
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