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Résuḿe – Nous présentonsl’application d’un nouvel algorithmede simulationstochastique– propośe par deux desauteurs– à la detec-
tion/estimationbaýesiennede sinusöıdesnoyéesdansdu bruit. Cet algorithmede Monte Carlo Séquentielgéǹere desparticulesdistribuées
marginalementselonla distributiond’intér̂et,etproc̀edeparéchantillonnage/rééchantillonnage.

Abstract – Wepresenttheapplicationof anew simulationalgorithm– recentlyintroducedby two of theauthors– to joint detection/estimation
of sinusoidsin noise.This SequentialMonteCarloalgorithmgeneratesparticlesthataremarginaly distributedaccordingto a targetprobability
distributionvia sampling/resamplingsteps.

1 Intr oduction

Supposonsque l’on veuille simuler deséchantillonsselon
unesériededistributionsdeprobabilit́es

������� ����	
définiessur

un espace
 où �
� ��������������������� , ou �
��� . Par exemple,
on peut consid́erer le casoù

��� � � pour tout ����� . La
distribution peutaussivarier en fonction de l’indice � �!� .
Parexemple,onpourraits’intéresser̀ala sériededistributions1���#"�$�%'&(�*),+-".$/%

pour unesérie croissante
��01��� ����	

afin de
maximiser

�
. Mais

���
pourraitêtreaussila distribution a pos-

teriori d’unparam̀etreétantdonńeeslesdonńeescollect́eesjus-
qu’autemps� .

Les outils pour la simulationfavorisés par les statisticiens
et les traiteursde signauxsont les méthodesde Monte Carlo
par châınesde Markov (MCMC) [6]. For simuler selon

� �
,

lesméthodesMCMC construisentunnoyauergodiquedeMar-
kov 2 � de distribution invariante

���
en utilisant descombi-

naisonsde pasde Metropolis-Hastings(MH), Gibbsetc . Les
méthodesMCMC ont ét́eutiliséesdansdetrèsnombreusesap-
plicationsenphysique,statistiqueet traitementdu signal.Tou-
tefois quandla distribution à échantillonnerestmultimodale,
la châınedeMarkov géńeréepeutêtrebloqúeedansun mode.
Une approchestandardpour améliorer les résultatsconsisteà
utiliser 3 châınesinteragissantvia desmécanismesde “tem-
pering” ou desproćeduresde “crossover” commecellesuti-
liséesdansles algorithmesgéńetiques.Toutescesméthodes
ont en communqu’ellescorrespondent̀a la simulationd’une
uniquechâınedeMarkov avecunedistribution invariantefixée
surl’espaceproduit 
54 .

Une autreclassepopulairede méthodesde simulationsont
lesméthodesdeMonteCarloSéquentielles(SMC ou Sequen-
tial MonteCarlo enanglais)[5]. LesméthodesSMC,appeĺees
aussiméthodesparticulaires,sontdesméthodespour simuler

1. Pour simplifier les notations,on admetque toutesles distributions ad-
mettentunedensit́e parrapportà,parexemple,la mesuredeLebesgue.

deséchantillonsselonunesériededistributionsdeprobabilit́es��� � � �1��	
où
� �

estdéfiniesurun espace
 � et
� 
 � � �1��	 est

unesérie d’espacesde dimensioncroissante;e.g. 
 � �76 � .
L’id éedebaseconsistèasimulerungrandnombre3 ( 398 � )
d’échantillons:�;=<?>A@��B >ACEDGFIHIHIHIF 4 appeĺesparticulesdont la dis-

tribution marginaleasymptotique( 3KJ L ) est égaleà
� �

.
Cesparticulessont propaǵeesdansle tempsen utilisant une
combinaisond’échantillonnagepréférentiel,rééchantillonnage
et MCMC. Cetteapproacheest très différentede l’approche
MCMC où l’on sṕecifie uneloi invariantesur 
54 . Toutefois
dansleur forme originalecesméthodesne permettentpasde
résoudrele problèmedécrit préćedemmentcar, dansnotrecas,
la dimensionde l’espace 
 � est fixe; 
 � �M
 pour tout � .
Deux desauteursont récemmentmontŕe commentils étaient
possibled’adapterles méthodesSMC à ce castrès important
enpratique[2], [3]. Cettenouvelleclassed’algorithmesestune
alternativeauxméthodesMCMC.

Danscetarticlenousprésentonsuneapplicationdétailléede
cesnouveauxalgorithmesauproblèmedela détection/estima-
tion baýesiennejointedesinusöıdesdansdubruit.Ceproblème
est complexe car les distributions a posteriori à maximiser/
intégrersontmultimodalesethautementnonlinéairesvis-à-vis
desparam̀etres.Dans[1], unalgorithmeMCMC aét́epropośe.
Nousprésentonsici l’applicationdesméthodesSMCaumême
problème.

Le restedu papierestorganiśedela manìeresuivante.Dans
la section2, nousdécrivonsle mod̀elebaýesienhiérarchiqueet
présentonslesproblèmesnumériquesli ésà l’estimationbaýe-
sienne.Dansla section3, nousdécrivonsplusieursalgorithmes
SMCpermettantla résolutiondecesproblèmes.Finalementen
Section4, nousprésentonsdessimulations.



2 AnalyseN spectraleBayésienne

2.1 ModèleBayésienhiérarchique

Consid́eronsle mod̀elesuivantcorrespondant̀a O sinusöıdes
dansdubruit P9QSRUT �WV ".X Q %�Y Q[Z � �
où

T � ".\U]U���������^\U_a` D %cb , Y Q � "�d D ���������^d�e
Q %fb

,�g� " � ]U��������� � _a` D %hb , X
Q � ".i D ���������fi

Q %cb � "��j�k��%
Q

et V ".X Q %
estunematricededimensionlnmgoUO où pour pq� ���������,� lsr���*t � ���������,� O .u V ".X Q %hv >AwEDGF efx,` D �zy�{�| "�i}x p %/�~u V "�X

Q %hv >AwEDGF efx ��|k�A� "�i}x p %/�
Nous supposonsque le bruit est blanc gaussien ���c� e����� �j� � e������ . Cecidéfinit la vraisemblancedesobservations

T
.

Le nombreO desinusöıdes,leursamplitudes/phases
Y Q

etleurs
pulsations

X Q
ainsiquela variancedu bruit gaussiensontsup-

pośesinconnus.Noussuivonsici uneapprochebaýesienneoù
cesparam̀etressuivent unedistribution a priori . Pluspréciśe-
ment,nousadoptonsla distributiona priori suivante� � O � � e �^Y Q �kX Q*��^� e ��� � ��S" O}� ��%��S"�X Q �kO %�� � Y Q � X Q � � e � � e � � � � e �
où � � e �k� � sontdeshyperparam̀etreset�E" O}� ��% & ���Q�� � O�� ���������,� O����k� �X Q � O � � < ] F

Q
@ � �Y Q � ".X Q � � e � � e % � � "��j� � e � e u V b ".X Q % V "�X Q %hv ` D %,�� e � ��� "����e � ) �e %

Finalementpourrendrelemod̀elerobuste,leshyperparam̀etres
sont suppośes aléatoires et vérifient� e ����� "¢¡E£k¤��^d�£^¤�%

et
� �¥� "���¦ o Z=§ D � § e�% (

§ >©¨ � pª���� o ). Les notations
�

,
�«�

, � et
�

désignentrespectivement
lesdistributionsgamma,inverse-gamma,normaleetuniforme;
voir [1] pourunejustificationdecemod̀eleBayésien.

2.2 Inf érenceBayésienne

Tout estimateur baýesien pour les param̀etres� O � � e �fY Q �^X Q � estbaśe sur la distribution jointe a posteriori� ��O � � e �fY Q �^X Q �� T � obtenueenutilisantla formuledeBayes.
En particulier, il estpossibled’estimerparexemplel’ordre du
mod̀eleenutilisant ¬�­�®q¯�¬±° Q �S" O�� T % ou, pourun O donńe et
desvaleursd’hyperparam̀etresfixes,d’obtenir¬�­�®q¯�¬±°² � � � X Q � T � O � � e ��� � �
Toutefois,enpratiquecesproblèmesn’admettentpasdesolu-
tionanalytique.CalculerlesfacteursdeBayes

�S" O}� T % requiert
le calculet l’int égrationnumériquedela loi jointe.Maximiser� � X Q � T � O � � e �k� � estunproblèmed’optimisationdifficile. Nous
proposonsici d’utiliser les méthodesSMC pour résoudreces
problèmes.

3 MéthodesdeMonte Carlo
séquentielles

3.1 Algorithme générique

Nousprésentonstout d’abordun algorithmegéńeriqueper-
mettantde simulerselonunesérie de distributions

������� ����	
.

Supposonsqu’autemps��r ��� unensembledeparticules: ; <?>³@��` D B
( p�� �U������� 3 ) estdistribué approximativementselon

����` D est
disponible.Au temps� , on simuledenouvellesparticulesse-

lon ´; <?>A@� �¶µ �ª· ; <?>A@��` D ��¸ ¹ où
µ �

estune loi de proposition

arbitraire.On en déduit quela distribution jointe d’un couple· ; <?>A@��` D � ´; <?>³@� ¹ est
� �1` D "�$�% µ � "¢$��k$�º»% . On désireobtenirdes

échantillons:/; <?>³@� B distribuésmarginalementselon
���

. Pour

cela,onutiliseuneméthoded’échantillonnagepréférentielavec
uneloi cible

���¼".$ º %j½��#"�$ º �k$�%
où
½��

estunedistributioncondi-
tionnelledeprobabilit́earbitraireet on attribueà chaqueparti-
culele poids

¾ �~· ; <?>A@��` D � ´; <?>A@� ¹ �
��� · ´; <?>³@� ¹ ½«� · ´; <?>A@� � ; <?>³@�1` D ¹� �1` D · ; <?>A@��` D ¹

µ � · ; <?>³@�1` D � ´; <³>A@� ¹
�

Pourrésumerl’algorithmeestle suivant.

Méthodede Monte Carlo séquentielle

Initialisation; ¿'ÀÂÁ . Étapedesimulation

– Pour Ã�ÀÅÄ�Æ�ÇÈÇÈÇ?Æ^É , simuler ÊËÍÌÈÎ³ÏÐ7ÑÓÒ Ð}ÔhÕ Ö .
– Pour Ã/À!Ä�Æ�ÇÈÇ?ÇÈÆ^É , calculer les poids d’importance norma-

lisés × Ì ÎAÏÐ
× ÌIÎ³ÏÐÙØÛÚ ÐÝÜ ÊË ÌÈÎ³ÏÐ=Þ Ààß Ð ÜGá ÊËÍÌIÎAÏÐÛÞÒ Ð�ÜGá ÊË ÌÈÎ³ÏÐÓÞ , âã Î³ä*å × ÌIÎ³ÏÐ ÀÅÄ�Ç

Étapederéechantillonnage

– Multiplier/Éliminer les particules æ-ÊËÍÌIÎAÏÐzç en fonction de

poids grands/petits æ�× ÌÈÎ³ÏÐ ç pour obtenir É particules æ Ë ÌIÎAÏÐ ç .
It ération ¿*è�¿~é-ê=ë�ì�Á�í . Étapedesimulation

– Pour Ã�ÀÅÄ�Æ�ÇÈÇÈÇ?Æ^É , simuler ÊË ÌÈÎ³Ïî ÑÛï î Ü Ë ÌÈÎ³Ïî�ð å Æ Õ Þ .
– Pour Ã/À!Ä�Æ�ÇÈÇ?ÇÈÆ^É , calculer les poids d’importance norma-

lisés × Ì ÎAÏî ØÛÚ�î Ü ËÍÌÈÎ³Ïî�ð å Æ�ÊËÍÌIÎAÏî Þ , ñ âÎAä/å × ÌIÎ³Ïî À!Ä .
Étapederéechantillonnage

– Multiplier/Éliminer les particules æ ÊËÍÌIÎAÏî ç en fonction de

poids grands/petits æ × ÌÈÎ³Ïî ç pour obtenir É particules æ ËÍÌIÎAÏî ç .
Danscet algorithme,ò ] est la distribution initiale selonla-

quelle on simule les particules.L’ étapede rééchantillonnage
peutêtreimplément́eeenutilisantuneproćedureclassique;voir
[5]. Au temps� , on peutestimerla distribution

���
par la me-

sureempiriquedesparticules.Notonsquecet algorithmeest
extrêmementgéńeral.Ainsi

µ �
et
½ �

sontcompl̀etementarbi-
traires.Toutefois,on nepeutesṕererobtenirdesperformances
raisonnablesque lorsquela variancedespoids d’importance¾ � · ; <?>A@��` D � ´; <?>A@� ¹ estraisonnableetquelenoyau

½��
“mélange”

rapidement.Enfin,similairement̀a l’algorithmedeMetropolis-
Hastings,enpratiquecetalgorithmenemetajour qu’unepartie
descomposantes̀achaqueitération[2].

3.2 Algorithmes SMC pour l’analyse spectrale
Bayésienne

Nousprésentonsmaintenantl’algorithme permettantde si-
mulerselonladistribution

� � O � � e �^Y Q �kX Q � � e ��� �� T � . Onnote



toutd’abordó que
� � O �^X Q � � e �k� �� T � admetuneexpressionana-

lytique ce qui permetde réduire la complexité du problème
[1]. Nousomettonsl’initialisation de l’algorithme qui est tri-
viale. On supposequ’au temps �Ûr � on disposede 3 par-

ticules
· O <³>A@ �^X <³>³@Q � � e <³>³@ �k� <?>³@ ¹ distribuéesapproximativement

selon
� � O �^X Q � � e ��� �� T � . A titre d’exemple,nousprésentons

l’algorithme obtenupour l’ état
$ � u O � � e �fY Q �^X Q � � e �k��v en

choisissant
½ � � µ � avec

� � "�$�%�&Û� ��O � � e �fY Q �^X Q � � e �k� �� T �
etoù

µ �
estle noyaudepropositionprésent́edans[1]. L’algo-

rithmeestle suivant.

Echantillonnageséquentiel

Iteration ¿*è,¿ôé#ê=ë�ì�Á�í .
Echantillonnage

– Pour Ã/ÀÅÄ�ÆGÇÈÇÈÇÈÆ^É ,

– Avec probabilité Á�Ç õ}ö Ô.÷ î�ø åúù ÷ î/û Ä±ü ÷ î Ö , effectuer
une naissance et mettre à jour les poids,

– Avec probabilité Á�Ç õ}ö Ô.÷ î�ø åúù ÷ î�ý Ä±ü ÷ î Ö , effectuer
une mort et mettre à jour les poids,

– Sinon, effectuer une mise à jour et mettre à jour les
poids,

– Pour ÃþÀÿÄ�Æ�ÇÈÇÈÇÈÆ^É , normaliser les poids afin queñ âÎAä/å × ÌIÎ³Ïî À!Ä .
Rééchantillonnage

– Multiplier/Eliminer les particules æ Ô Ê ÷ ÌÈÎ³Ïî Æ Ê� ÌÈÎ³Ï��� î Æ Ê��� ÌÈÎAÏî Æ�Ê� ÌÈÎ³Ïî Ö ç
en fonction de leur poids æ × ÌIÎ³Ïî ç pour obtenir É les par-

ticules æ Ô.÷ ÌÈÎ³Ïî Æ � ÌÈÎ³Ï��� î Æ � � ÌÈÎ³Ïî Æ � ÌIÎAÏî Ö ç .
Echantillonnage additionnel

– Pour Ã/ÀÅÄ�ÆGÇÈÇÈÇÈÆ�É , échantillonner � � ÌÈÎ³Ïî Ñ
	 Ô � � ü ÷ ÌÈÎ³Ïî Æ � ÌÈÎ³Ï��� î Æ�� Ö
– Pour Ã/ÀÅÄ�ÆGÇÈÇÈÇÈÆ^É , échantillonner
 ÌÈÎ³Ï��� î Ñ
	 Ô 
 � ü ÷ ÌÈÎAÏî Æ � ÌÈÎ³Ï��� îjÆ�� � ÌÈÎ³Ïî Æ�� Ö
– Pour Ã/ÀÅÄ�ÆGÇÈÇÈÇÈÆ^É , échantillonner

� � ÌÈÎ³Ïî Ñ
	 Ô � � ü ÷ ÌÈÎ³Ïî Æ � ÌÈÎ³Ï��� î Ö
– Pour Ã/ÀÅÄ�ÆGÇÈÇÈÇÈÆ^É , échantillonner

� ÌÈÎ³Ïî Ñ�	 Ô � ü ÷ ÌIÎAÏî Æ � ÌÈÎ³Ï��� î Ö
Dansl’algorithmepréćedent,� " O � wED � O � Z � � O � % (resp.� " O � wúD � O � r � � O � % estla probabilit́e d’effectuerunenais-

sance(resp.la probabilit́e d’effectuerunemort). Les mouve-
mentscorrespondants,ainsiquelamiseàjour, sontdécritsdans
lesalgorithmessuivants.

Naissance

– Faire Ê ÷ ÌÈÎ³Ïî ù ÷ ÌÈÎAÏîUð å û Ä
– Echantillonner Ê����������+ � î Ñ ��� Ð � � � Ô � Ö et faireÊ� ÌÈÎ³Ï��� î ù"! � ÌÈÎ³Ï��� î�ð å è Ê�#�� ���$�+ � î&%
– Faire × ÌÈÎ³Ïî ù Ú naiss

Ô.÷ ÌÈÎ³Ïî�ð å Æ � ÌÈÎ³Ï��� î�ð å è Ê ÷ ÌÈÎ³Ïî Æ Ê� ÌIÎAÏ�'� î Ö comme
est calculé à l’équation (1) ci-dessous.

¾
naiss �

()* 0 ] Z T b ´+ <³>A@, Q ���$�+ F � T0�] Z T b + <³>A@Q �-���+/.10 F ��` D T
2435
`76�8&9 �¤ �

´ O <³>A@� "f� Z � e <³>A@ %
(1)

où
+

estdéfini commedans[1]. Pluspréciśement́
+ <³>³@, Q ���$�+ F � (resp.+ <³>A@Q �-���+/.10 F ��` D ) estcalcuĺeenutilisant ´ O <³>A@� � ´X <³>A@Q F � (resp.O <³>A@��` D �^X <³>³@

Q
F ��` D ).

Mort

– Faire Ê ÷ ÌÈÎAÏî ù ÷ ÌIÎAÏîUð å ý Ä
– Choisir aléatoirement : uniformément dans Ä�Æ�ÇGÇGÇ�Æ ÷ ÌIÎAÏîUð å
– Retirer la composante : dans � ÌIÎAÏ�'� îUð å pour obtenir Ê� ÌÈÎ³Ï��� î
– Faire × ÌÈÎ³Ïî ù Ú mort

Ô.÷ ÌÈÎAÏîUð å Æ � ÌIÎAÏ�'� îUð å è Ê ÷ ÌÈÎAÏî Æ Ê� ÌÈÎ³Ï��� î Ö où Ú mort ÀÄ�; Ú naiss

Mise à jour

– Faire Ê ÷ ÌÈÎAÏî ù ÷ ÌIÎAÏîUð å
– Pour Ã�ÀÅÄ�Æ�ÇÈÇÈÇ?Æ^É ,

– Pour ÷ ÀÅÄ�ÆGÇÈÇÈÇÈÆ Ê ÷ ÌIÎAÏî ,

– Echantillonner < Ñ=� Ô ! ÁUÆ�Ä % Ö ,
– Si <�>@? , alors échantillonner (proposition lo-

cale)

Ê�BA � î Ñ ê Ô � è � ÌÈÎ³ÏA � îUð å Æ�� �C Ö ÀED�F Ô � Ö
et faire ÊG ÌÈÎ³Ï ÀED�F Ô � ÌÈÎ³Ï��� îUð å Ö ;'D�F Ô Ê� ÌÈÎAÏ��� î Ö ÀÅÄ

– Sinon échantillonner (proposition globale, voir [1])Ê� A � î#Ñ DIH Ô � Ö et faire ÊG ÌÈÎ³Ï ÀJDKH Ô � ÌÈÎ³Ï��� îUð å Ö ;'DKH Ô Ê� ÌÈÎ³Ï��� î Ö
– Faire × ÌÈÎ³Ïî ùMLNPO � øBQSR �T �-���U� �����+=V + QO � øWQ R T ������ ���$�+X.10 V +/.10 QZY[ ð 6�8\9 �¤ ÊG ÌIÎAÏ

On voit que l’algorithme propośe est très prochede l’ap-
procheMCMC de [1], et les poids

¾
sont en fait les ratios

deMetropolis-Hastings.Par exemple,dansle casde la miseà
jour, on a bien

¾ � ·�i <A>³@��` D � ´i <?>A@� ¹ �
� · ´i <?>³@^] _� ¹ µ � ·�i <A>³@��` D � ´i <A>³@� ¹� · i <³>A@�1` D �

T ¹ µ � · ´i <³>A@� � i <?>A@��` D ¹
�

(2)

Plus géńeralement,il est très simple de convertir un algo-
rithme MCMC en algorithmede Monte Carlo séquentielen
insérantuneboucleportantsur les particuleset en effectuant
le rééchantillonnage.

4 Simulations

Nousprésentonsdesrésultatsdesimulationselonladistribu-
tion
� � O � � e �fY Q �^X Q � � e �k� �� T � , avec500particules.Le signal

traité estcompośedesix sinusöıdesdefréquencesnormaliśeesX � u �j� �&`Ý�j�A� aÝ�j� o � �j� o/b �j� a\c«�j� d o v etd’amplitudes
Y � u?��� o d��� ���©�U� o a¼�j� d\a¼��� egf �U� �U�©���³������� a b �U� aj�[���³�he©�U� o `¼�j�A� a�v , et la

longueurdessignauxest l �9o �U� échantillons.La variance
du bruit additif est � e � c

, cequi correspond̀a un rapportsi-
gnalàbruit d’environ 0 dB. Le spectrefréquentieldusignalest
présent́eàla figure1. Le premieralgorithmetest́ecorrespond̀a
la simulationde la loi

� ��O � � e �^Y Q �kX Q � � e ��� �� T � , dansle casµ � � ½�� (algorithmeprésent́e dansla section3. Pour 500
particules,l’algorithmea convergé apr̀esenviron 50 itérations
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FIG. 1: Spectre du signal traité (à gauche),estimationMMAP
du nombre de sinusöıdes(au centre) et estimationMMSEdes
fréquences(à droite) au cours des150 itérations de l’algo-
rithmeparticulaire, pour500particules.
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iśe

es
es

tiḿ
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FIG. 2: EstimationMMAP du nombre desinusöıdes(enhaut)
et estimationMMSEdesfréquences(enbas)au cours des150
itérationsdel’algorithmeparticulaire, pour500particules.

(voir figure 2) et l’on estime i O � e
par maximuma poste-

riori marginal à l’it ération150. A cettemêmeitération,l’es-
timation MMSE desfréquenceset de � e sontrespectivementii � u �j� �&`��U�q���³�haU�j�}��� o � b aq�j� o/b �/d���� a1c��\c ��� d o ���±v , i � e � d�� b d .

Le deuxìemealgorithmeconcernel’optimisation.La loi si-
muléeestproportionnellèa

� ��O � � e �^X Q��� T � ) + où
0 � � � ] H e ,

etongarde
µ � � ½ � . Surla figure3, onconstatequele maxi-

mum de la loi a posteriori est atteint, avec notammentune
bonneestimationdesfréquenceset du nombrede sinusöıdes.

5 Conclusions

Lesalgorithmesprésent́esdans[2] peuventêtreutilisésdans
de nombreuxproblèmesde traitementdu signal.Danscet ar-
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FIG. 3: Résultats d’optimisation. En haut: les cercles
repŕesententles fréquencesdessinusöıdesdétect́ees.En bas:
évolutiondu nombre desinusöıdespar particuleau cours des
150itérations.

ticle, nousavons montŕe leursperformancessur le problème
géńeriquedel’estimationdesinusöıdesdansdubruit. D’autres
choix d’algorithmessontétudíesactuellement,notammentdes
casoù

µkj� ½ , ou encoredescasoù
µ

estun noyauMCMC.
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