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Résune — Nous présentond’application d’un nouvel algorithmede simulation stochastique- propo£ par deux desauteurs— a la detec-
tion/estimationbayésiennede sinusddes noyéesdansdu bruit. Cet algorithmede Monte Carlo Séquentielgérere desparticulesdistribuées
mamginalemenselonla distribution d’'intérét, et proczdepar échantillonnagefééchantillonnage.

Abstract — We presentheapplicationof anew simulationalgorithm—recentlyintroducedoy two of theauthors-to joint detectionfestimation
of sinusoidsn noise. This SequentiaMonte Carloalgorithmgenerateparticlesthataremamginaly distributedaccordingto a target probability

distribution via sampling/resamplingteps.

1 Intr oduction

Supposongjue I'on veuille simuler des échantillonsselon
unesériededistributionsde probabili€s{, },, . - définiessur
unespace® ou N = {0,1,...,p}, ouN = N. Parexemple,
on peutconsicererle casoli m,, = 7 pourtoutn € N. La
distribution peutaussivarier en fonction de I'indice n € N.
Parexemple,onpourraits’intéresseala seriededistributions®
7p (%) oc ™ (x) pouruneserie croissante{yy },, - afin de
maximiserr. Mais m,, pourraitétreaussila distribution a pos-
teriori d'un parangetreétantdonréeedesdonréescollecéegus-
qu'autempsn.

Les outils pour la simulationfavorisés par les statisticiens
et les traiteursde signauxsontles méthodesde Monte Carlo
par chdnesde Markov (MCMC) [6]. For simulerselonm,,,
lesméthodesVICMC construisentin noyauergodiquede Mar-
kov K, de distribution invarianter,, en utilisant descombi-
naisonsde pasde Metropolis-HastinggMH), Gibbsetc. Les
méthodesMCMC ont été utiliseesdansdetresnombreuseap-
plicationsen physique statistiqueet traitementdu signal. Tou-
tefois quandla distribution a échantillonnerest multimodale,
la chdne de Markov géréréepeutétreblogueedansun mode.
Une approchestandardpour améliorer les résultatsconsistea
utiliser N chdnesinteragissanvia desmécanismesle “tem-
pering” ou desprocéduresde “crosswver” commecelles uti-
liseesdansles algorithmesgérétiques.Toutesces méthodes
ont en commungu’elles correspondena la simulationd’'une
uniquechdanedeMarkov avecunedistribution invariantefixée
surl’espaceproduit BV,

Une autreclassepopulairede méthodesde simulationsont
les méthodesde Monte Carlo SéquentielleSMC ou Sequen-
tial MonteCarlo enanglais)[5]. LesméthodesSMC, appeées
aussiméthodesparticulaires sontdesméthodespour simuler

1. Pour simplifier les notations,on admetque toutesles distributions ad-
mettentunedensié parrapporta, parexemple,la mesurede Lebesgue.

deséchantillonsselonunesériededistributionsde probabilits
{Tn} pen OU T, estdéfiniesurun espacel, et{E,}, ., est
une série d’espacesle dimensioncroissantep.g. £, = R".
L'id éedebaseconsisteasimulerungrandnombreN (N > 1)

d"echantillons{ ,(f)} appeésparticulesdont la dis-
i=1,..

tribution maminale asymptbtique(N — 00) estégalea m,.
Cesparticulessont propagesdansle tempsen utilisant une
combinaisord’échantillonnag@référentiel,rééchantillonnage
et MCMC. Cetteapproacheesttrées différentede I'approche
MCMC ou I'on specifie uneloi invariantesur EV. Toutefois
dansleur forme originale cesméthodesne permettenipasde
résoudrde problemedécrit precedemmentar, dansnotrecas,
la dimensionde I'espaceFE,, estfixe; E, = E pour tout n.
Deux desauteursont recemmentnonté commentils étaient
possibled’adapterles méthodesSMC a ce castresimportant
enpratique[2], [3]. Cettenouwelleclassed’algorithmesestune
alternatve auxméthodesMCMC.

Danscetarticlenousprésentonsineapplicationdétailléede
cesnouweauxalgorithmesauproblemedela détection/estima-
tion bayésienngointe desinusddesdansdu bruit. Ceprobleme
est complexe car les distributions a posteriori a maximiser/
intégrersontmultimodalessthautemenhonlinéairesvis-a-vis
desparangtres.Dans[1], unalgorithmeMCMC a éte propo£.
Nousprésentongci I'applicationdesméthodesSMC auméme
probleme.

Le restedu papierestorgani€ dela maniresuivante.Dans
la section2, nousdécrivonsle mocelebayésienhiérarchiqueet
présentondes problemesnumériquediésa l'estimationbayé-
sienne Dansla section3, nousdécrivonsplusieursalgorithmes
SMC permettanta résolutionde cesproblemesFinalemenen
Section4, nousprésentonslessimulations.



2 AnalysespectraleBayésienne

2.1 ModeleBayésienhiérarchique

Consiceronsle mockle suivantcorrespondard k sinusddes
dansdu bruit

Mk:YzD(wk)ﬁk+n,

OU Y (y07"'ayM—1)Tl :Hk (617"'7/8219)T1
n=no,...,Nmo1) wr=(wi,...,wr)" €(0,n)"etD (wp)
estunematricededimensionm x 2k ou pouri = 0,...,m —
1,j=1,...,k.

[D (wk)]z'+1,2j—1 = cos (wyi),, [D (wk)]z'+1,2j = sin (w;i).

Nous supposongjue le bruit est blanc gaussienn| o?

N (0,021,). Cecidéfinitla vraisemblancelesobsenationsy .
Le nombrek desinusddes leursamplitudes/phases,, etleurs
pulsationsyy, ainsiquela variancedu bruit gaussiersontsup-
possinconnus Noussuionsici uneapprochebayésienneol
cesparanetressuiventunedistribution a priori. Plusprécis-
ment,nousadoptonda distribution a priori suivante

p (k7027ﬂk7wk|6271\) =
p(kl A)p(wk| k)p (:Hk;l wk302a62)p (0'2)

ol (62, A) sontdeshyperpararatreset

p(k|A) x A k=0, ks

wk|k ~ Z/{(07k)k,

Bil(wk,0%,8%) ~ N(0,0%6*[D(wi)D(wi)] ™),

o? ~ Ig( 2 9 )

Finalemenpourrendrele mocklerobuste leshyperpararmatres
sont suppogs aleatoires et veérifient

62 ~ Ig (0552,,[))52) etA ~ g(1/2+61752) (Ei L1 =
1,2). Les notationsg, ZG, N et U désignentrespectrement
lesdistributionsgammajnverse-gammajormaleet uniforme;
voir [1] pourunejustificationde ce modele Bayésien.

2.2

Tout estimateur bayesien pour les paranetres
(k, 02, By, ws) estba® surla distribution jointe a posteriori
p (k,0%, By, wk|Y) obtenueenutilisantla formulede Bayes.
En particulier il estpossibled’estimerparexemplel’ordre du
mockleen utilisantarg maxy, p (k|Y") ou, pourun k donré et
desvaleursd’hyperparangtresfixes,d’obtenir

Inf erenceBayésienne

argmaxp (wi| Y, k,6%,A) .
wp

Toutefois,en pratiquecesproblemesn’admettenpasde solu-
tionanalytiqueCalculeresfacteursieBayesp (k| Y') requiert
le calculetl'int égrationnumériquedela loi jointe. Maximiser
p (wr|Y, k, 8%, A) estunproblemed optimisationdifficile. Nous
proposonsci d'utiliser les méthodesSMC pour résoudreces
problemes.

3 Meéthodesde Monte Carlo
sequentielles

3.1 Algorithme générique

Nousprésentongout d’abordun algorithmegérériqueper
mettantde simuler selonune série de distributions {7y, } . »-

Supposongu’autempsn—1 unensembleiepartlcules{X() }

(¢ =1,...N) estdistribué approximatvementselonm,,_, est
disponible.Au tempsn, on simulede nouwellesparticulesse-
lon X ~ M, (Xﬁf)l, ol M,, estuneloi de proposition

arbitraire.On en déduit que la distribution jointe d’un couple

Xffll,)?,(f)) estr, 1 (z) M, (z,z'). On désireobtenirdes

échantillons{ X \? distribuésmarinalementselon,,. Pour

cela,onutilise uneméthoded’échantillonnageréféerentielavec
uneloi cibler, (z') L, («', ) ou L,, estunedistributioncondi-
tionnellede probabili arbitraireet on attribue a chaqueparti-

culele poids
o (X0 L (29,30,

mur (X90,) 0, (x00 gg))‘

Pourrésumet’algorithmeestle suivant.
M éthodede Monte Carlo sequentielle

Gn (ij) 3 X}ﬁ) -

Initialisation; n = 0. Etapede simulation

— Pouri=1,.., N, simuler X{) ~ o (-).
— Pouri=1,...,N, calculer les poids dimportance norma-
lises W"

N

S -

i=1

(dX(’))
waw0)

— Multiplier/Eliminer les particules {5{'5")}

W o Go (X0 =

Etapede réethantillonnage

en fonction de
poids grands/petits {Wo(i)} pour obtenir N particules {Xéi)}.
Itération n; n € A\ {0}. Etapedesimulation
N, simuler X ~ M, (Xff)l, )
— Pouri=1,...,N, calculer les poids d'importance norma-
ises W o G (X0, X0), 2, Wi =1

— Pour¢=1,...,

Etapede réetantillonnage

— Multiplier/Eliminer les particules )?,(f)} en fonction de

poids grands/petits {W,(f)} pour obtenir N particules {Xﬁi)}.

Danscetalgorithme,v, estla distribution initiale selonla-
quelle on simule les particules.L’ étapede rééchantillonnage
peutétreimplémenéeenutilisantuneprocedureclassiqueyoir
[5]. Au tempsn, on peutestimerla distribution ,, parla me-
sureempiriquedes particules.Notons que cet algorithmeest
extrememengéréral.Ainsi M,, et L,, sontcompktementrbi-
traires.Toutefois,on ne peutesgererobtenirdesperformances
raisonnablegjue lorsquela variancedes poids d'importance

Gp (Xfl’) 1,Xr(f)) estraisonnabletquele noyauL,, “mélange
rapidementEnfin, similairemen&I'algorithmedeMetropolis-
Hastingsenpratiquecetalgorithmenemetajour qu'unepartie

descomposanteachaqudtération[2].

3.2 Algorithmes SMC pour I'analyse spectrale
Bayésienne

Nous présentonsnaintenant’algorithme permettante si-
mulerselonladistributionp (k, o2, By, wk, 6%, A|Y). Onnote



toutd’abordquep ( k, wi, 6%, A|Y') admetuneexpressiorana-
lytique ce qui permetde réduirela compleité du probleéme
[1]. Nousomettondl'initialisation de I'algorithme qui esttri-
viale. On supposegu’au tempsn — 1 on disposede N par
ticules (k(i) , wf:) ,62(0) A(i)) distribuéesapproximatvement
selonp (k,wg,d%,A|Y). A titre d’exemple,nousprésentons
I'algorithme obtenupour I' étatz = [k, 0?2, B, wk, %, A] en
choisissanL,, = M, avecr,(z) « p (k,02, By, wk, 6%, A|Y)
etou M, estle noyaude propositionprésené dang[1]. L'algo-
rithmeestle suivant.

Echantillonnage sequentiel
Iteration n; n € M\ {0}.
Echantillonnage
— Pour¢:=1,...,N,
— Avec probabilité 0.5 P(kn+1 < kn+1]k,), effectuer
une naissance et mettre a jour les poids,
— Avec probabilité 0.5 P(kn+1 < kn—1|k,), effectuer
une mort et mettre a jour les poids,
— Sinon, effectuer une mise a jour et mettre a jour les
poids,
— Pour ¢ = 1,...,N, normaliser les poids afin que
Eivzl Wi = 1.
Reedantillonnage

— Multiplier/Eliminer les particules {(ES), @0, 2 KS’))}
en fonction de leur poids{Wn(“} pour obtenir N les par-
ticules {(kﬁ“,w&l, 82 AS))}.

Echantillonnage additionnel

Pouri = 1, ..., N, échantillonner o2 ~ p(o'2|k,(f),w§:,)n, Y)
Pour i =1, ..., N, échantillonner

. R,
D, ~p(BES w0 Y)

[ Rad "N 7R

Pour i = 1, ..., N, échantillonner 62 ~ p(éﬂkﬁ”,w}f}n

Pour i =1,..., N, échantillonner A% ~ p(AlkS, w))

Dansl'algorithme précgdent,P(ky4+1 < kn + 1|k,) (resp.
P(kny1 < kn — 1|k,) estla probabili d’effectuerunenais-
sance(resp.la probabilit d’'effectuerune mort). Les mouve-
mentscorrespondantsinsiquela miseajour, sontdécritsdans
lesalgorithmessuivants.

Naissance

- Faire k) « k%, +1
— Echantillonner

~ (1) @ .~
Wi.n A [wk,nflﬂw%(ni)’n]

Up,-(w) et faire

YED

- Faire W, + Gpaisdkl),, w5k, &)) comme
est calculé a I'équation (1) ci-dessous.

_ N+wg
v +Y™PY v ’
Ghnice = 0 Egti)’" 1
naiss — . ~ "
Yo + YTPI(:(Z)_M_IY B (1 + 820

1)

ou P estdéfini commedang1]. Plusprécigment®?

5 (resp.

P](c’(n)i)_1 ) estcalcukenutilisant 9, G:g)n (respk? |, wff,)n_l :

Mort

- Faire k) « k), —1

k.(i)

cyfvp—1

— Choisir aléatoirement j uniformément dans 1, ..

— Retirer la composante j dans wy", _, pour obtenir &,

— Faire qul) — Gmort(k‘,&jil, wg,)n_l; ng), ‘:"g,)n) ou GmOrt =
1/Gnaiss

Mise ajour

— Faire k5 « k,(fll
— Pour¢=1,..., N,
— Pourk=1,.., k&,
— Echantillonner u ~ 4(]0, 1]),

— Si u < A, alors échantillonner (proposition lo-
cale)

Bin ~N(wwis_1,020) = q(w)

etfaire & = q(wil), 1) /a(@])) =1
— Sinon échantillonner (proposition globale, voir [1])
Bin ~ gy (W) etfaire & = go(w;_1)/05(@})
— #&

. 'YO+YTf'(j()i) Y X
— Faire W « — a®
Yo+YTP Y

NOT—

On voit que I'algorithme propo£ esttres prochede I'ap-
procheMCMC de [1], et les poids G sonten fait les ratios
de Metropolis-HastingsPar exemple,dansle casdela misea
jour, onabien

P (@g)ly) M, (wfjlﬂa?(f’)

p (W) M (@12, )
Plus géréralementjl esttrés simple de convertir un algo-
rithme MCMC en algorithmede Monte Carlo sequentielen

inséerantune boucleportantsur les particuleset en effectuant
le rééchantillonnage.

G (w,,50) = @)

4 Simulations

Nousprésentonslesrésultatslesimulationselonla distribu-
tionp (k,02, By, wk, 6%, A| Y), avec500particulesLe signal
traité estcompo® de six sinusddesdefréquencesormalies
w = [0.080.130.21 0.29 0.35 0.42] etd’amplitudesd = [1.24
0.00 1.23 0.43 0.67 1.00 1.11 0.39 1.31 0.16 1.28 0.13], etla
longueurdessignauxestm = 200 échantillons.La variance
du bruit additif esto?> = 5, ce qui corresponch un rapportsi-
gnalabruitd’environ 0 dB. Le spectreréquentiedu signalest
présengéalafigurel. Le premieralgorithmetese correspona
la simulationde la loi p (k, 02, B, wk, 0%, A|Y), dansle cas
M, = L, (algorithmeprésené dansla section3. Pour500
particules/'algorithme a corvergé apreserviron 50 itérations
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FiG. 1: Specte du signaltraité (a gauce),estimationMMAP
du nombe de sinusades(au cente) et estimationMMSE des
fréequencega droite) au cours des 150 itérations de I'algo-

rithme particulaire, pour 500particules.
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FIG. 2: EstimationMMAP du nombe de sinusddes(en haut)
et estimationMMSE desfréquencegenbas)au cours des150

itérationsdel'algorithme particulaire, pour 500 particules.

(voir figure 2) et I'on estimek = 6 par maximuma poste-
riori maminal & I'it ération150. A cettemémeitération,l'es-
timation MMSE desfréquence®t de o2 sontrespectiement
@ = [0.0800 0.1301 0.2093 0.2904 0.3505 0.4200], 5% = 4.94.
Le deuximealgorithmeconcernd’optimisation. La loi si-
muléeestproportionnelleap (k, 0%, wy| V)™ ouy, = no2,
etongardeM,, = L,,. Surlafigure3, on constatejuele maxi-
mum de la loi a posteriori est atteint, avec notammentune
bonneestimationdesfréquence£t du nombrede sinusddes.

5 Conclusions

Lesalgorithmegprésenésdans2] peuventétreutilisésdans
de nombreuxproblemesde traitementdu signal. Danscet ar
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Fic. 3: Reésultats d’optimisation. En haut: les cercles
représententes frequenceslessinusddesdétecées.En bas:
évolutiondu nombe de sinusddespar particule au cours des
150itérations.

ticle, nousavons mont leurs performancesur le probleme
gérériquedel’estimationde sinusddesdansdu bruit. D’autres
choix d’algorithmessontétudiésactuellementnotammentes
casou M # L, ouencoredescasou M estunnoyauMCMC.
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