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Résumé— Cet article proposeune approchemulti-échellesde la segmentationd’image qui s’appuiesur un principe d’optimisation. Notre
objectifestdecalculeruneséquenceomplétede partitionsmonotonegjui approximdesminimad’unefonctionnelledépendand’un parameétre
réelqui secomportecommeun parameétral’échelle Pourpouwir manipulertoutescessolutions,nousintroduisonda représentatioensembles-
édnelles qui constituele pendanbrientérégionsdesreprésentationscale-spacessuedu filtrage. Nousaboutissons un algorithmeefficaceet
sansparametrebaptiséescaladequi produitunedescriptionensembles-échel@uneimagedontles coupescorrespondend touteunefamille

departitionsdefinessevariable.

Abstract — We proposea multiscaleapproacito enegy minimization-basedmagesegmentation Our goalis to computea completeseriesof
orderedpartitionswhich approximateshe minimaof a functionaldependingon a real parametemhich actsasa scaleparameter In orderto
captureall thesesolutions,we introducethe scale-setsepresentationyhich is the region-orientedequivalentof the scale-spaceepresentation.
We endup with an efficient parametefree algorithm, called scaleclimbing which producesa scale-setslescriptionof animagewhosecuts

correspondo awholefamily of solutions from fine to coarse.

1 Intr oduction

Délimiter desunités«cohérentes dansuneimage,ou seg-
menter’image, estun probléemefondamentat’analysede bas
niveaud'informationvisuelle.Ce problémeesthabituellement
ervisagécommeun problemede partitionnement découpete
domainedelimage enrégionsmutuellemenexclusives.ll est
cependanévidentquedesunitéscohérentegspparaissera dif-
férentestchelles texton/texture,feuille/arbre/forét..et qu’'au-
cuneéchelled’analysen’estintrinsequementneilleurequ’une
autre.Le choix d'une échelleapropriéedépendondamentale-
mentdela tAchede hautniveaua accomplir(interprétationye-
connaissance.). S'appuyantsur ce constatsimple,la théorie
scale-spac@roposequ’une analysede basniveau, pour pou-
voir constituerune coucherobustede structurationd’informa-
tion visuelle,doit resterindifférentea la position,a I'orienta-
tion etal’ échelledesphénoméeneglle doit doncproduireune
analysecontinueenéchellg[7]. Cettenécessit@stétroitement
liéeddesproblémesi’invariancedessystémeslevisionetala
délicatequestiondu paramétragelesalgorithmes Ce dernier
point,aboutira desméthodesutomatiques’analysed’image,
i.e. sansparametrea étéprésent&éommeun «challenge dela
disciplineenscéancelénieredu colloqueGretsi'01[1].

Cetarticleproposauneméthodologielesegmentatiommulti-
échelleqqui constitude pendanbrientérégionsdesapproches
scale-spacdufiltraged’image.L’approchecomportedeuxas-
pects un aspectstructuel et un aspecténegétique la réso-
lution du problémed’ optimisationque nousproposongiépen-
dantfondamentalemente la maniéredonton peutreprésenter
sessolutions.

2 Formalisation du probleme

Considéronaun algorithmede partitionnementd’'image A
dépendand’'un parameétreéel \. En suvantKoepfleretal. [5],
disonsque A estun algorithmemulti-édhelleset que A estun
paraméte d'échelle si, pour uneimagedonnée/es partitions
A(X) rervoyéesparA sontmonotonegnfonctionde )\, c’est-a-
dire constituenuneséquenceedescriptions finessevariable
de I'image. Cette propriétéde structurepyramidaleconstitue
I'analogueorientérégionsdel’ axiomede causalitéde la théo-
rie scale-spacé§’]. Fixons-nougpour objectif d’obtenir un tel
algorithmeet d’en calculertoutesles solutionsen fonction de
A

Dansla lignéedesapprochewariationnelled8], Bayésien-
nes[2] ouparcodagaminimal [6], ervisageon$a segmentation
commeun probléemede modélisation(déterministeou proba-
biliste) desobsenations.Pourla sggmentation e modeélere-
cherchéest défini par morceaux,i.e. s’appuiesur une parti-
tion de I'image en régions.Cesapprochesaboutissentoutes
al'idée quele problemeest«mal posé et doit étrerégularisé.
Les formulationsénegétiquesobtenueprennentalorsgloba-
lementla forme d’une oppositionentredeuxtermes,un terme
D d'attacheaux donnéegou vraisemblance/longueute des-
criptiondeserreurs)etuntermeC derégularisatior{ou poten-
tiel apriori/compleité demodéle) L'énergie d’'unepartition P
s’écritalors

Ex(P) = AC(P) + D(P). 1)

Le parametre\ correspondntrinséquemerdunréglaged’é-
chelle.On peuten effet ervisagerl’énemgie E, commele La-
grangiendu problémed’optimisationsouscontrainte

minimiser D(P) souslacontrainte C(P) <~  (2)



Il estbienconnuquelesminimadu Lagrangienl coincident
avecles solutionsdu probléeme2, chaquevaleurde contrainte
~ correspondana une valeur spécifiquedu parameétrede La-
grangei. La formulation2 montrequ’augmentei correspond
arenforcerunecontraintesurla complexité C dela solutionre-
cherchéeDonc,si C attribue uneplusforte «compleités aux
partitionsles plusfines,augmentei doit conduirea dessolu-
tions de plus en plus grossieresOn reconnaitégalementn 2
I'expressiondébit/distorsiorclassiqued’un probléemede com-
pressioravec perte.Les énegiesconsidéréepermettentdonc
deformulerdesquestiongiecompressiom’imageorientéeré-
gionsou desimplification/caricatureptimaled’'image[9].

Nousnousintéressongi ala classedesénegiessépanbles
i.e.quis’écrivent

Ex(P)=X) C(z)+>_ D(a). (3)
zeP zeEP
De nombreusenengies classiquessont séparablegfonc-
tionnelle de Mumford-Shah[8], Champsde Markov utilisant
un potentielde Potts[2], criteresMDL s’appuyantsurun co-
dagede Freemardespartitions[6], etc.).

3 Représentationensembles-échelle

Le premierproblémeque noustraitonsestun problémede
représentation si 'ensembledessolutions{A()) } »cr+ ren-
voyéesl'algorithme A que nousrecherchondorme effective-
mentune séquencale partitions monotonesguelle structure
permetdelesreprésentetoutes? La questionn’estpastriviale
car A estun paramétreeontinu CependantlensembleH des
partiesproduitespar A quandX balayeR* estfini, Iui, et peut
doncétreexplicité.

NousproposonsloncdereprésentefA()\) } yer + parladon-
néede H etdela fonctionA : H — P(R*) qui a chaque
régionz € H associe

Alz) = {A e RT |z € A} (4)

En francgais,A(z) représentdensembledesvaleursdu pa-
rametred’échelle A pour lesquellesz appartienta une parti-
tion rervoyéeparl'algorithmeA. Onvérifie alorsaisémentjue
commeA estun algorithmemulti-échelles

i) H estune hiérarchie de régions, i.e. V(z,y) € H? :
z Ny € {z,y,0}. On peutdoncla représentepar un arbre
d’inclusions;

i) LesA(z) sontdesintervallesdela forme

A(z) = [X*(2), A (2)]. (5)

Nousappelons\* (z) I' échelled’apparitiondez, A~ () son
édnelle de disparition® et A(z) sonintervalle de persistance
dansunesolutiondel'algorithme.

Onvoit alorsquesi f(z) désignde péred’'unerégionz dans
la hiérarchieH, alorsVz € H A (z) = AT (f(z)).
Les solutionsde A sont donc totalementdéterminéegar le
couple (H,\T), ou At estla fonction qui renvoie I'échelle
d’apparitiondesrégionsde H. At estunefonctioncroissante
z Cy = X (z) < At(y). En classificationhiérarchique,
le couple (H, AT) s’appelleune hiérarchie indicée Dansle

1. Onlesappelleinneret outerscale- échelleinterneet externe- enthéorie
scale-spacf].

cadrede l'image?, nousdirons que (H, \*) estla représen-
tation ensembles-échell¢scale-setsdessolutionsde A (cf.
fig. 1). Sonaxe continuen A la poseeneffet commel’analogue
orientérégiondesreprésentationscale-spacessuesiufiltrage
etdesthéoriesdela diffusion.
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FIG. 1: Descriptionensembles-&elle d’'une image et certainesde
sescoupes.

LespartitionsA()) prennentlorsuneformeimplicite dans
(H,\T): chaqueA()) correspon@unecoupehorizontale du
scale-setd.esélémentsle A()\) sontlesplushauteségionsde
la hiérarchiesituéessousla droitey = .

Si les solutionsde A sont monotonesglles forment donc
uneséquencele coupeshorizontalesd’une hiérarchieindicée
(H, \*). Notredémarchestalorsla suivante: noussupposons
dansunpremiertempsquela hiérarchied adéjaétéconstruite,
par un moyen quelconque gt nous étudionsle problemede
coupeminimaledansH pour une énegie Ey, c'est-a-direla
maniéerede construird’indice sur H. Cetteétudenousconduit
alors a un principe naturel pour construirela hiérarchieelle-
méme.

4 Coupesminimales

Engénéralunecouped’unehiérarchieHd estdéfiniecomme
une partition C' = {z1...z,} uniquementconstituéed’élé-
mentsde H. Du point devue de l'arbre T représentant, C
estun ensemblede noeudsque toute branchede T intersecte
uneetuneseulefois (cf. fig. 2). NousnotonsC(H ) I'ensemble
descoupegie H 3.

Soit H unehiérarchieet Ey uneénegie séparabléeqn.3).
Pour) € R*, notonsC} la coupequi minimiseEy surC(H).

2.oudusignal,le modéleestvalableendimensiorarbitraire.

3. Notonsquele nombrede coupespossiblesd’une hiérarchieesttresim-
portant. Par exemple,si H estun arbrebinaire équilibré s’appuyantsur un
ensembleletaille n alors|C(H)| > v/2", cf. [3]. Deuxcoupessonta priori
nonordonnéescommelescoupes”; etCq delafigure?2.



FIG. 2: Unehiérarchie H etdeuxdesescoupesC; etC», constituées
respectivemerdesnoeudgondset losangs. H (x) estla hiérarchie
partielle desommetr

Nousmontronsalorsdans[3] le

Théorémel (coupesminimales causales)
Si C estdécroissanteansle treillis P(D) despartitionsdu
domaineD, i.e. vérifieV(P, Q) € P*(D)
P>Q = C(P)<C@Q
alorsl'ensemble{C5 } \cr+ €Stcausalj.e.
Ao >\ = 0;2 > C;:l

La condition de décroissancelu régulariseurC est relati-
vementnaturelle,la requérirrevient a juger qu'une partition
grossiereestplus «simple» qu’une partition plus fine. Toutes
les énegies séparablesnentionnéegi-dessusemploientdes
régulariseurslécroissantdJneclassémportantede problémes
departitionnemenparminimisationd’éneigie admetdoncdes
solutionsmonotonegjuandl’espacedessolutionsestrestreint
aux coupesd’une hiérarchie.Commenousl'avonsvu, si ces
partitionssontmonotoneson peuten obtenirunereprésenta-
tion exhaustveendéterminantesintervallesdepersistancees
nceudsde H. Voyons maintenantjue cesintervalles peuwent
étrecalculéssxactementt efficacementlLa méthodede calcul
estunegénéralisatiore la méthodede programmatiordyna-
miquequenousavions proposéalang[4].

Vz € H, le sous-ensemblde H définipar H(z) = {y €
H | y C z} estégalementnehiérarchie,de sommetz, que
nousappelonda hiérarchie partielleissuedez (cf. fig. 2). Re-
marquonslorsquepourunnceudr, I'évolutiondesonénegie
enfonctionde )\ estunefonctionaffine

E, : A = E,(\) = AC(z) + D(z) (6)

que nousappelond’ énegie propre de z. Considéronggale-
mentpour chaquehiérarchiepartielle H (x) la fonction EZ qui
donnel'énergie de sescoupeptimalesenfonctionde A. Ap-
pelonscettefonction |’ énegie partielle de z. Nous montrons
alorsdang[3] le

Théoréme2: SiC estdécroissantalorsVz € H
i) Lesénegiespartiellesdesnceudsie H sontreliéesparla
relationde programmatiordynamiqueonctionnelle

E; =inf {E,, Y Ej}
fer(z)

()

ou F(x) désignd’ensembledesfils dex dansH.

i) E} estunefonction affine par morceauxcontinue,non
décroissantetconcae.

iii) A*(z) estl'unique solutionde

E.(\) = > E;.

FeF(x)

(8)

iv) A~ (z) estdonnéepar

A" (z) =min{AT(y) | y € H,z C y} 9)

H(x)
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FIG. 3: Un pasdeprogrammationdynamiquefonctionnelle

Ce théorémepermetde calculer exactement\* et A~ en
deuxpasseslansH : ascendantpuisdescendante.

Les énegies partiellessont desfonctions affines par mor-
ceaux(cf. fig. 3) quel’'on peutmémoriserexplicitementpour
chagquenceudLa passescendantpermeidelescalculertoutes
par deux opérationsformelles sur des affines par morceaux
addition et intersectionavec unefonction affine. Pourchaque
nceudz, on additionneles énegiespartiellesde sesfils. L'in-
tersectionde cettesommeavec I'énermgie proprede x permet
de résoudrd’équation8 et donneAt (z). L'équation7 donne
alorskE?.

Dansunsecondempsunepassalescendantgermetdecal-
culer \* graceal'équation9.

Cette optimisationfait apparaitredes nceudsqui n'appar
tiennen@aucunecoupeoptimalepourE,. lIs vérifientA(z) =
0,i.e. A\~ (x) < AT (x). Nouslessupprimongdoncde H pour
obtenir ce que nousappelonda hiérar chie persistante pour
E,, notéeH*. AT estalorsunefonctioncroissantelansH* et
(H*,XT) estla représentatioensembles-échelldes coupes
optimalesde H pourE,.

5 Escalade

La monotoniedescoupesminimalesd’une hiérarchiesug-
gérealorsun principe naturelde constructionde la hiérarchie
elle-mémeparfusionderégionsguenousappelonde principe
d’escaladela hiérarchiesstconstruitedemaniéreascendante,
enpartantde sabase- unepartitionfine del'image, éventuel-
lementenpixels- etenajoutantitératvement’union desdeux
régionsvoisinesqui possédda plus faible édchelle d’appari-
tion A*. L'escaladeconsistedonca progressiementrégulari-
serla fonctionnelle- i.e. renforcerla contraintey - eta collec-
terlesrégionsaufur etamesureou ellesdeviennentoptimales.
L'escaladepeutétrevue commeuneprocédured’optimisation
parcontinuation6] contraintea suivre uneséquencerdonnée
de partitions.On montreégalementjuela stratégied’escalade
correspondh un choix localementoptimal d’un point de vue
débit/distorsionEn outre,la méthodeestexacte: I'algorithme
de programmatiordynamiquepermetde calculerexactement
I'échelle \T alaquellechaquenypothésalefusionapparaitrait
commesolution.

Nousobtenongloncunalgorithmetotalemenexemptdepa-
rameéte étantdonnéun couple(C, D) d’énegiesantagonistes.
Lesscale-setsalculésparescaladeérifientplusieursproprié-
tés,la plusimportanteétantuneinvarianced'échelle:

Théoréme3: Si(H*, A1) estle scale-sets'escalad@sso-
ciéal'énergie(C, D) alorsceluiassocié(vC, uD) est(H*, £xt).



Cettepropriétéfondamentaléindiquequela méthodgpermet
d’éliminer le paramétre\ del'étaped’analysede basniveau:
réglerle poidsrelatif de C et D a priori, dansla formulation
desénegies,ou a posteriori par coupedansle scale-set®st
strictemengquialent.L'invarianced’échelleconduitenoutre,
pour certainegnegiescommecelle de Mumford-Shaha des
scale-setfmvariantspar homothétie

6 Exempleset conclusion

Le cadrethéoriqueétantrelatvementgénéral,il permetde
modélisertoutessortesde problemesie sggmentation images
naturellesde profondeur 2D/3D, multispectralesetc. Le tout
estde définirI'’énemgie adaptéei chaqueprobleme Nousillus-
tronsici la pertinencealel’approchepourla segmentatiord’ima-
gesnaturellesen utilisant la fonctionnelleconstantepar mor-
ceauxde Mumford-shah[8]. La sursegmentationinitiale est
obtenueparligne de partagedeseaux(LPE) maison peutpar
tir despixelsindividuels.L'algorithme esten pratiquequasi-
linéaireenfonctiondelataille dela sursegmentatioretrapide
(2 a3 s.deCPUal,2 GHz depuisune LPE suruneimage
256 x 256). Noussommegvidemmenbbligésderéaliserdes
coupeganslesscale-setpour pouwir présentedesrésultats.
La figure 4 montredessériesde coupesselonuneprogression
géométriqueen A. On obsereraquela méthodepermetde dé-
limiter desunitésglobales éventuellementréstexturées(e.g.
panier ananagddansl'image (b), suivre aussila simplification
progressie du miroir dansl'image (c)).

Lesreprésentationgroposéesontsusceptiblesle multiples
applications réglageinteractifdela finessede segmentatior(a
A fixeouréglélocalementetsegmentatiorparmarqueur$l0],
séparatiombjet/fond recherchective demodélesi’'objets,ca-
ricature/compressiod'image[9], etc. Par ailleurs,en explici-
tantles duréesde vie desrégionsdansunesolution,les scale-
setsouvrentplusieursvoies nouwellespour I'analysed’image
orientéerégions caractérisatiodesrégionspertinentegntant
qu’étapesstablesdu processusle simplification[6, 7], recher-
che a posteriorides«bonnes échellesd’analysede I'image,
i.e.cellesouapparaisserdesformesstablescaractérisatiode
la structuredesimagespar la structurede leur scale-setsetc.
Cesdifférentesidéessemblentparticulieremenprometteuses
pourlesproblemed’indexationd’imagesparle contenuet de
fouille dedonnées.
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