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Résumé– Cet article proposeuneapprochemulti-échellesde la segmentationd’imagequi s’appuiesur un principed’optimisation.Notre
objectifestdecalculeruneséquencecomplètedepartitionsmonotonesqui approximelesminimad’unefonctionnelledépendantd’un paramètre
réelqui secomportecommeunparamètred’échelle.Pourpouvoir manipulertoutescessolutions,nousintroduisonsla représentationensembles-
échelles, qui constituele pendantorientérégionsdesreprésentationsscale-spaceissuesdu filtrage.Nousaboutissonsà un algorithmeefficaceet
sansparamètre,baptiséescalade, qui produitunedescriptionensembles-échelled’uneimagedont lescoupescorrespondentà touteunefamille
departitionsdefinessevariable.

Abstract – We proposea multiscaleapproachto energy minimization-basedimagesegmentation.Our goalis to computea completeseriesof
orderedpartitionswhich approximatestheminimaof a functionaldependingon a real parameterwhich actsasa scaleparameter. In orderto
captureall thesesolutions,we introducethescale-setsrepresentation,which is theregion-orientedequivalentof thescale-spacerepresentation.
We endup with an efficient parameter-free algorithm,calledscaleclimbing, which producesa scale-setsdescriptionof an imagewhosecuts
correspondto a wholefamily of solutions,from fine to coarse.

1 Intr oduction

Délimiter desunités � � cohérentes� � dansuneimage,ou seg-
menterl’image,estunproblèmefondamentald’analysedebas
niveaud’informationvisuelle.Ceproblèmeesthabituellement
envisagécommeun problèmedepartitionnement: découperle
domainedel’image enrégionsmutuellementexclusives.Il est
cependantévidentquedesunitéscohérentesapparaissentàdif-
férenteséchelles: texton/texture,feuille/arbre/forêt...et qu’au-
cuneéchelled’analysen’est intrinsèquementmeilleurequ’une
autre.Le choix d’uneéchelleapropriéedépendfondamentale-
mentdela tâchedehautniveauàaccomplir(interprétation,re-
connaissance...). S’appuyantsur ce constatsimple,la théorie
scale-spaceproposequ’uneanalysede basniveau,pour pou-
voir constituerunecoucherobustedestructurationd’informa-
tion visuelle,doit resterindifférenteà la position,à l’orienta-
tion età l’ échelledesphénomènes.Elle doit doncproduireune
analysecontinueenéchelle[7]. Cettenécessitéestétroitement
liéeàdesproblèmesd’invariancedessystèmesdevisionetà la
délicatequestiondu paramétragedesalgorithmes.Ce dernier
point,aboutiràdesméthodesautomatiquesd’analysed’image,
i.e. sansparamètre,a étéprésentécommeun � � challenge� � dela
disciplineenscéanceplénièredu colloqueGretsi’01[1].

Cetarticleproposeuneméthodologiedesegmentationmulti-
échellesqui constituele pendantorientérégionsdesapproches
scale-spacedu filtraged’image.L’approchecomportedeuxas-
pects: un aspectstructurel et un aspecténergétique, la réso-
lution du problèmed’optimisationquenousproposonsdépen-
dantfondamentalementdela manièredontonpeutreprésenter
sessolutions.

2 Formalisation du problème

Considéronsun algorithmede partitionnementd’image A
dépendantd’un paramètreréel

�
. EnsuivantKoepfleretal. [5],

disonsqueA estun algorithmemulti-échelleset que
�

estun
paramètre d’échelle si, pour uneimagedonnée,les partitions
A � ��� renvoyéesparA sontmonotonesenfonctionde

�
, c’est-à-

direconstituentuneséquencededescriptionsàfinessevariable
de l’image. Cettepropriétéde structurepyramidaleconstitue
l’analogueorientérégionsdel’ axiomedecausalitédela théo-
rie scale-space[7]. Fixons-nouspour objectif d’obtenir un tel
algorithmeet d’en calculertoutesles solutionsen fonctionde�

.
Dansla lignéedesapprochesvariationnelles[8], Bayésien-

nes[2] ouparcodageminimal[6], envisageonslasegmentation
commeun problèmede modélisation(déterministeou proba-
biliste) desobservations.Pour la segmentation,le modèlere-
cherchéest défini par morceaux,i.e. s’appuiesur une parti-
tion de l’image en régions.Cesapprochesaboutissenttoutes
à l’idée quele problèmeest � � mal posé� � et doit êtrerégularisé.
Les formulationsénergétiquesobtenuesprennentalorsgloba-
lementla formed’uneoppositionentredeuxtermes,un terme
D d’attacheaux données(ou vraisemblance/longueurde des-
criptiondeserreurs)etun termeC derégularisation(oupoten-
tiel apriori/complexitédemodèle).L’énergied’unepartition �
s’écrit alors

E ����� �
	�� C ��� �
� D ��� ��� (1)

Le paramètre
�

correspondintrinsèquementàunréglaged’é-
chelle.On peuten effet envisagerl’énergie E � commele La-
grangiendu problèmed’optimisationsouscontrainte

minimiser D ��� � sousla contrainte C ��� ����� (2)



Il estbien
�

connuquelesminimaduLagrangien1 coïncident
avec les solutionsdu problème2, chaquevaleurdecontrainte�

correspondantà unevaleurspécifiquedu paramètrede La-
grange

�
. La formulation2 montrequ’augmenter

�
correspond

àrenforcerunecontraintesurla complexité C dela solutionre-
cherchée.Donc,si C attribueuneplus forte � � complexité � � aux
partitionslesplusfines,augmenter

�
doit conduireà dessolu-

tions de plus en plus grossières.On reconnaitégalementen 2
l’expressiondébit/distorsionclassiqued’un problèmedecom-
pressionavecperte.Lesénergiesconsidéréespermettentdonc
deformulerdesquestionsdecompressiond’imageorientéeré-
gionsou desimplification/caricatureoptimaled’image[9].

Nousnousintéressonsici àla classedesénergiesséparables,
i.e. qui s’écrivent

E ����� ��	��������� C ��� ��� ������ D ��� �!� (3)

De nombreusesénergies classiquessont séparables(fonc-
tionnellede Mumford-Shah[8], Champsde Markov utilisant
un potentielde Potts[2], critèresMDL s’appuyantsur un co-
dagedeFreemandespartitions[6], etc.).

3 Représentationensembles-échelle

Le premierproblèmequenoustraitonsestun problèmede
représentation: si l’ensembledessolutions " A � ����# � �%$'& ren-
voyéesl’algorithme A quenousrecherchonsforme effective-
ment une séquencede partitionsmonotones,quelle structure
permetdelesreprésentertoutes?La questionn’estpastriviale
car
�

estun paramètrecontinu. Cependant,l’ensemble( des
partiesproduitesparA quand

�
balaye)+* estfini, lui, et peut

doncêtreexplicité.
Nousproposonsdoncdereprésenter" A � �,�-# � �%$'& parladon-

néede ( et de la fonction .0/1(32546��)+* � qui à chaque
région �878( associe

.9�:� ��	 " � 7;) *=< �87 A � �,�-# (4)

En français,.9�:� � représentel’ensembledesvaleursdu pa-
ramètred’échelle

�
pour lesquelles� appartientà une parti-

tion renvoyéeparl’algorithmeA. Onvérifiealorsaisémentque
commeA estun algorithmemulti-échelles:

i) ( est une hiérarchie de régions, i.e. >?�:��@BA � 7C(EDF/�8GHAI7J"K��@BAL@NM # . On peutdonc la représenterpar un arbre
d’inclusions;

ii) Les .O��� � sontdesintervallesdela forme

.9�:� �
	 P � * �:� � @ �
Q ��� �!PR� (5)

Nousappelons
� *1�:� � l’ échelled’apparitionde � , � Q ��� � son

échelle de disparition1 et .O��� � son intervalle de persistance
dansunesolutiondel’algorithme.

Onvoit alorsquesi f ��� � désignele pèred’unerégion � dans
la hiérarchie ( , alors >,�S7S( / � Q ��� �T	U� *V� f �:� �B� .
Les solutionsde A sont donc totalementdéterminéespar le
couple ��(8@ � * � , où

� * est la fonction qui renvoie l’échelle
d’apparitiondesrégionsde ( .

� * estunefonctioncroissante:�CW0AYX � *V��� �TZ[� *V��A � . En classificationhiérarchique,
le couple ��(E@ � * � s’appelleune hiérarchie indicée. Dans le

1. On lesappelleinneretouterscale- échelleinterneetexterne- enthéorie
scale-space[7].

cadrede l’image2, nousdirons que ��(8@ � * � est la représen-
tation ensembles-échelle(scale-sets)dessolutionsde A (cf.
fig. 1). Sonaxecontinuen

�
la poseeneffet commel’analogue

orientérégiondesreprésentationsscale-spaceissuesdufiltrage
et desthéoriesdela diffusion.
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FIG. 1: Descriptionensembles-échelle d’une image et certainesde
sescoupes.

LespartitionsA � �,� prennentalorsuneforme implicite dans��(8@ � * � : chaqueA � ��� correspondàunecoupehorizontale du
scale-sets.LesélémentsdeA � �,� sontlesplushautesrégionsde
la hiérarchiesituéessousla droite A 	�� .

Si les solutionsde A sont monotones,elles forment donc
uneséquencedecoupeshorizontalesd’une hiérarchieindicée��(8@ � * � . Notredémarcheestalorsla suivante: noussupposons
dansunpremiertempsquela hiérarchie( adéjaétéconstruite,
par un moyen quelconque,et nousétudionsle problèmede
coupeminimaledans ( pour uneénergie E � , c’est-à-direla
manièredeconstruirel’indice sur ( . Cetteétudenousconduit
alors à un principenaturelpour construirela hiérarchieelle-
même.

4 Coupesminimales

Engénéral,unecouped’unehiérarchie( estdéfiniecomme
une partition k 	 "K�'l �e�K� �nm # uniquementconstituéed’élé-
mentsde ( . Du point de vuede l’arbre o représentant( , k
estun ensemblede nœudsque toutebranchede o intersecte
uneetuneseulefois (cf. fig. 2). Nousnotonsp���( � l’ensemble
descoupesde ( 3.

Soit ( unehiérarchieet E � uneénergie séparable(eqn.3).
Pour

� 7E)+* , notonsk^q� la coupequi minimiseE � sur p���( � .
2. oudusignal,le modèleestvalableendimensionarbitraire.
3. Notonsquele nombredecoupespossiblesd’unehiérarchieesttrèsim-

portant.Par exemple,si r est un arbrebinaire équilibré s’appuyantsur un
ensembledetaille s alors t uwvxr9yBt�zE{ |�} , cf. [3]. Deuxcoupessonta priori
nonordonnées,commelescoupes~�� et ~'� dela figure2.
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FIG. 2: Unehiérarchie � etdeuxdesescoupes� � et � � , constituées
respectivementdesnœudsrondset losanges. ������� est la hiérarchie
partielledesommet�
Nousmontronsalorsdans[3] le

Théorème1 (coupesminimalescausales):
Si C estdécroissantedansle treillis ���:� � despartitionsdu

domaine� , i.e. vérifie >+����@N� � 7���D���� ����h� X C ��� ��� C ��� �
alorsl’ensemble"�k^q� # � �%$
& estcausal,i.e.� D�� � l X k^q�c� � k^q��� .
La condition de décroissancedu régulariseurC est relati-

vementnaturelle,la requérir revient à juger qu’une partition
grossièreestplus � � simple� � qu’unepartition plus fine. Toutes
les énergies séparablesmentionnéesci-dessusemploientdes
régulariseursdécroissants.Uneclasseimportantedeproblèmes
departitionnementparminimisationd’énergieadmetdoncdes
solutionsmonotonesquandl’espacedessolutionsestrestreint
aux coupesd’une hiérarchie.Commenousl’avonsvu, si ces
partitionssontmonotoneson peuten obtenirunereprésenta-
tionexhaustiveendéterminantlesintervallesdepersistancedes
nœudsde ( . Voyons maintenantquecesintervallespeuvent
êtrecalculésexactementetefficacement.La méthodedecalcul
estunegénéralisationde la méthodedeprogrammationdyna-
miquequenousavionsproposéedans[4].>,�F7�( , le sous-ensemblede ( défini par (��:� ��	 "KA�7( < Ah��� # estégalementunehiérarchie,de sommet� , que
nousappelonsla hiérarchiepartielle issuede � (cf. fig. 2). Re-
marquonsalorsquepourunnœud� , l’évolutiondesonénergie
enfonctionde

�
estunefonctionaffine

E � / � 2 E � � ����	�� C �:� ��� D ��� � (6)

quenousappelonsl’ énergie propre de � . Considéronségale-
mentpourchaquehiérarchiepartielle (���� � la fonctionE q� qui
donnel’énergiedesescoupesoptimalesenfonctionde

�
. Ap-

pelonscettefonction l’ énergie partielle de � . Nousmontrons
alorsdans[3] le

Théorème2: Si C estdécroissantealors >L��7�(
i) Lesénergiespartiellesdesnœudsde ( sontreliéespar la

relationdeprogrammationdynamiquefonctionnelle

E q� 	F���n�+  E � @ �¡ ��¢�£��K¤ E q¡L¥ (7)

où ¦;��� � désignel’ensembledesfils de � dans( .
ii) E q� est une fonction affine par morceauxcontinue,non

décroissanteet concave.
iii)
� *V�:� � estl’uniquesolutionde

E � � �,�
	 �¡ ��¢§£R�c¤ E q¡ � ���!� (8)

iv)
� Q �:� � estdonnéepar� Q �:� �
	`¨©��� " � * ��A � < A678(8@ª�8W�A # (9)
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FIG. 3: Un pasdeprogrammationdynamiquefonctionnelle.

Ce théorèmepermetde calculerexactement
� * et

� Q
en

deuxpassesdans( : ascendantepuisdescendante.
Les énergies partiellessont desfonctionsaffines par mor-

ceaux(cf. fig. 3) quel’on peutmémoriserexplicitementpour
chaquenœud.Lapasseascendantepermetdelescalculertoutes
par deux opérationsformellessur desaffines par morceaux:
additionet intersectionavec unefonction affine. Pourchaque
nœud� , on additionnelesénergiespartiellesde sesfils. L’in-
tersectionde cettesommeavec l’énergie proprede � permet
de résoudrel’équation8 et donne

� *1��� � . L’équation7 donne
alorsE q� .

Dansunsecondtemps,unepassedescendantepermetdecal-
culer

� * grâceà l’équation9.
Cette optimisationfait apparaîtredes nœudsqui n’appar-

tiennentàaucunecoupeoptimalepourE � . Ils vérifient .O��� ��	M , i.e.
� Q �:� �^�I� *V��� � . Nouslessupprimonsdoncde ( pour

obtenir ce quenousappelonsla hiérarchie persistantepour
E � , notée(«q . � * estalorsunefonctioncroissantedans(«q et��( q @ � * � est la représentationensembles-échelledescoupes
optimalesde ( pourE � .
5 Escalade

La monotoniedescoupesminimalesd’une hiérarchiesug-
gèrealorsun principenaturelde constructionde la hiérarchie
elle-même,parfusionderégions,quenousappelonsleprincipe
d’escalade. La hiérarchieestconstruitedemanièreascendante,
enpartantdesabase- unepartitionfine de l’image, éventuel-
lementenpixels- etenajoutantitérativementl’union desdeux
régionsvoisinesqui possèdela plus faible échelle d’appari-
tion
� * . L’escaladeconsistedoncà progressivementrégulari-

serla fonctionnelle- i.e. renforcerla contrainte
�

- et à collec-
ter lesrégionsaufur etàmesureoùellesdeviennentoptimales.
L’escaladepeutêtrevuecommeuneprocédured’optimisation
parcontinuation[6] contrainteàsuivreuneséquenceordonnée
departitions.On montreégalementquela stratégied’escalade
correspondà un choix localementoptimal d’un point de vue
débit/distorsion.En outre,la méthodeestexacte: l’algorithme
de programmationdynamiquepermetde calculerexactement
l’échelle

� * à laquellechaquehypothèsedefusionapparaîtrait
commesolution.

Nousobtenonsdoncunalgorithmetotalementexemptdepa-
ramètre étantdonnéun couple � C @ D � d’énergiesantagonistes.
Lesscale-setscalculésparescaladevérifientplusieursproprié-
tés,la plusimportanteétantuneinvarianced’échelle:

Théorème3: Si ��(«q�@ � * � estle scale-setsd’escaladeasso-
ciéàl’énergie � C @ D � alorsceluiassociéà ��¬ C @B­ D � est ��(«q�@¯® ° � * � .



Cettepropriétéfondamentaleindiquequela méthodepermet
d’éliminer le paramètre

�
de l’étaped’analysede basniveau:

régler le poidsrelatif de C et D a priori , dansla formulation
desénergies,ou a posteriori, par coupedansle scale-setsest
strictementéquivalent.L’invarianced’échelleconduitenoutre,
pourcertainesénergiescommecelledeMumford-Shah,à des
scale-setsinvariantspar homothétie.

6 Exempleset conclusion

Le cadrethéoriqueétantrelativementgénéral,il permetde
modélisertoutessortesdeproblèmesdesegmentation: images
naturelles,deprofondeur, 2D/3D, multispectrales,etc.Le tout
estdedéfinir l’énergieadaptéeà chaqueproblème.Nousillus-
tronsici lapertinencedel’approchepourlasegmentationd’ima-
gesnaturellesen utilisant la fonctionnelleconstantepar mor-
ceauxde Mumford-shah[8]. La sur-segmentationinitiale est
obtenueparligne departagedeseaux(LPE) maison peutpar-
tir despixels individuels.L’algorithmeesten pratiquequasi-
linéaireenfonctiondela taille dela sur-segmentationet rapide
( ± à ² s. de CPU à ³¯@N± GHz depuisuneLPE sur une image±¯´�µ=¶�±¯´�µ ). Noussommesévidemmentobligésderéaliserdes
coupesdanslesscale-setspourpouvoir présenterdesrésultats.
La figure4 montredessériesdecoupesselonuneprogression
géométriqueen

�
. On observeraquela méthodepermetdedé-

limiter desunitésglobales,éventuellementtrèstexturées(e.g.
panier, ananasdansl’image (b), suivre aussila simplification
progressivedu miroir dansl’image(c)).

Lesreprésentationsproposéessontsusceptiblesdemultiples
applications: réglageinteractifdela finessedesegmentation(à�

fixeouréglélocalement)etsegmentationparmarqueurs[10],
séparationobjet/fond,rechercheactivedemodèlesd’objets,ca-
ricature/compressiond’image[9], etc.Par ailleurs,enexplici-
tant lesduréesdevie desrégionsdansunesolution,lesscale-
setsouvrentplusieursvoiesnouvellespour l’analysed’image
orientéerégions: caractérisationdesrégionspertinentesentant
qu’étapesstablesdu processusdesimplification[6, 7], recher-
che a posteriorides � � bonnes� � échellesd’analysede l’image,
i.e.cellesoùapparaissentdesformesstables,caractérisationde
la structuredesimagespar la structurede leur scale-sets,etc.
Cesdifférentesidéessemblentparticulièrementprometteuses
pourlesproblèmesd’indexationd’imagesparle contenuet de
fouille dedonnées.
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