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Résumé –
Dans cet article, nous approfondissons des résultats récents de Honig-Xiao ([6]) et Trichard et al. ([10]) relatifs à l’analyse des performances

asymptotiques des filtres de Wiener à rang réduit dans le contexte des systèmes CDMA de grandes dimensions. Notre contribution consiste à
remarquer que la théorie des polynômes orthogonaux pour le problème des moments de puissance peut être utilisée afin d’évaluer analytiquement
la vitesse de convergence du rapport Signal à Interférence plus Bruit (SINR) des filtres de Wiener à rang réduit vers le SINR du filtre de Wiener.
Grâce à cette observation, nous établissons que la convergence du SINR des filtres à rang réduit est localement exponentielle, et mettons en
évidence analytiquement le taux de convergence. Par ailleurs, nous nous affranchissons du caractère local dans le cas particulier, considéré par
Honig et Xiao, d’utilisateurs de mêmes puissances.

Abstract – In this paper, we revisit recent papers of Honig-Xiao ([6]) and Trichard et al. ([10]) devoted to the asymptotic analysis of reduced
rank Wiener filters. Appropriate connections between the asymptotic behavior of the Signal to Interference plus Noise Ratios (SINRs) at the
outputs of these filters and the theory of orthogonal polynomials for the power moment problem are established. Using some classical results of
this theory, it is established in particular that the reduced rank filter output SINR converges locally exponentially as a function of the filter rank
toward the full rank Wiener filter output SNR. Finally, the convergence is shown to be global in the Honig-Xiao’s case of equal users powers.

1 Position du problème

On considère une liaison fonctionnant suivant le principe
de l’accès multiple à répartition par les codes dont le facteur
d’étalement et le nombre d’utilisateurs seront notés

�
et �

respectivement. Dans ce contexte, le vecteur aléatoire � de di-
mension

�
obtenu en concaténant sur la durée d’un symbole

le signal reçu échantillonné au rythme chip peut s’écrire sous
la forme ����� � �
	���


(1)

où
	

est le vecteur de dimension � des symboles transmis par
les différents utilisateurs actifs, et où la matrice

��� ��� a
pour colonnes les codes attribués aux � utilisateurs.

�
est une

matrice diagonale � � � contenant les puissances attribuées
aux utilisateurs, tandis que



represente un bruit additif gaus-

sien de matrice de covariance ����� . Nous nous interessons dans
la suite au problème de la restitution de la première composante��� du vecteur

	
. Nous posons � ����� ���! #" où � � est le code

alloué à l’utilisateur numéro 1, et désignons par $ la matrice
obtenue à partir de

�
en supprimant sa première colonne et sa

première ligne. Afin de simplifier les notations, nous supposons
que la puissance % � allouée à l’utilisateur 1 vaut 1.

En supposant que le récepteur a accès aux matrices � � � et
à �&� , on peut proposer d’utiliser le très classique détecteur de
Wiener qui consiste à estimer � � par sa projection orthogonale
sur l’espace engendré par les composantes de � , et qui s’écrit
sous la forme '� � �(�*)�,+.- �/ �
où + / �10*�2�3� ) " �4� � � ) � �&�5� représente la matrice�6���

de covariance de � . Dans la suite, nous désignons
par +87 la matrice de covariance des ”interférences + bruit”
donnée par +87 �  $  ) � �&��� . La mise en oeuvre pra-
tique de ce détecteur nécessite d’inverser la matrice + / , ce qui
est irréaliste lorsque le facteur d’étalement

�
est élevé. Divers

types de solutions ont été proposées dans la littérature afin de
résoudre ce problème. Nous allons nous intéresser ici aux tech-
niques de filtrage de Wiener à rang réduit (voir par exemple [5])
qui consistent à estimer ��� par sa projection sur l’espace de di-
mension 9;: � engendré par les composantes de �=<>��?.<@�
où ?.< est la matrice associée au sous-espace de Krylov de di-



mension 9 définie par

?.< � � � � � + 7 � ��������� � + < - �7 � ���
L’utilisation d’un tel filtre à rang réduit est particulièrement
intéressante lorsque les performances qu’il est susceptible d’at-
teindre sont très proches de celles du filtre de Wiener optimal
pour des valeurs de 9 significativement plus petites que

�
.

2 L’évaluation des performances des filtres
à rang réduit de Honig et Xiao.

La façon la plus classique de mesurer les performances d’un
détecteur linéaire dans le contexte d’une liaison CDMA consiste
à évaluer le rapport signal à interférence plus bruit (SINR) en
sortie du détecteur. Dans le cas du filtre de Wiener optimal, le
SINR, noté � , est donné par� �(�*)�,+ - �7 � �
tandis que le SINR � < associé au filtre de Wiener de rang 9�:�

vaut � < ��� )� ? )<�� ? )< + 7 ?.<
	 - � ?.<@� �
Afin de pouvoir analyser la différence entre � et � < , Honig et
Xiao ([6]) ont, comme dans des travaux fondateurs de 1999 de
Tse-Hanly ([11]) et Verdu ([12]), proposé de modéliser la ma-
trice de code � comme la réalisation d’une matrice aléatoire
centrée à entrées indépendantes identiquement distribuées de
variance

�� . Ils se sont placés par ailleurs dans le cas où
�

et
� tendent tous les deux vers l’infini de telle façon que �
� �
converge vers un réel strictement positif � . Dans ce cadre, les
SINR � et � < peuvent être interprétés comme des réalisations
de quantités aléatoires fonction de � . Afin d’étudier le com-
portement de � et � < , on utilise les deux résultats suivants ([2]
et [4]).

Lemme 1 Soit � � un vecteur aléatoire de dimension
� ���

et� � une matrice aléatoire
� � �

indépendente de � � . Suppo-
sons que les composantes de � � soient centrées, indépendentes
et identiquement distribuées de variance

�� , et que���
� ������� � � � : ���
( �
� représente la norme spectrale).

Alors, � )� � � � � � tr � � � "� !#"
quand

� ! � .

Lemme 2 Supposons que la distribution des puissances allouées
aux utilisateurs converge vers une distribution limite à support
compact

� %%$'& < � %($*),+ � . Alors, la distribution empirique des va-
leurs propres de la matrice de covariance +#7 , en d’autres termes
la distribution dont la fonction de répartition - � est donnée
par:- � �/. " � nombre de valeurs propres de +>7 inférieures à .� ,

converge presque surement quand
�

et � convergent vers
�

et ��� � !0� vers une mesure de probabilité déterministe 1
à support compact

� 2 � � 2 � � , où
2 �43 �&� . En d’autres termes, si

l’on note �/. �'5 6 " 687 � 5:9:9:9:5 � les valeurs propres de +87 , alors

;=<?>�*@4A �� �B6,7 �
C �D. �'5 6 " ��E C �D. "GF 1 �D. "
pour toute fonction C continue bornée sur

� 2 � � 2 � � .

Ces deux résultats impliquent que

� ) � + 67 � � !IH 6 � EKJMLJON .
6 F 1 �/. "

quand
�

et � convergent vers
�

et �
� � !#� . Par conséquent,
la matrice ? )< + 7 ? < tend vers la matrice de Hankel
�/H 6,PRQ - � "TS 6U5 QWVX7 � 5:9:9:9:5 < , et le SINR � < converge également vers
une valeur déterministe ne dépendant que de 1 . De la même
façon, le SINR � du filtre de Wiener vérifie

�Y! E J LJ N
�
. F 1 �/. "

Dans le régime asymptotique que nous considérons ici, les
différents SINR auxquels nous nous intéressons convergent donc
vers des quantités indépendantes des matrices de codes. Dans
tout ce qui suit, le problème de l’étude de la vitesse de conver-
gence de � < vers � sera donc étudié quand on remplace les
différents SINR par leurs limites. C’est dans ce contexte que
Honig et Xiao ont étudié les performances du filtrage à rang
réduit. En effectuant des calculs pénibles et peu transparents
(voir également [10] pour une preuve plus rapide), ils ont établi
que si

� � � (on alloue la même puissance à tous les utilisa-
teurs), alors � < P � s’exprime en fonction de � < sous la forme

� < P � � �
� � � � �� P[Z�\ (2)

L’importance de cette relation tient au fait que les coefficients
de cette relation ne dépendent pas de 9 . Par conséquent, la vi-
tesse avec laquelle � < tend vers � peut être très rapide et facile
à évaluer par simulation. Honig et Xiao ont ainsi remarqué que� < était très proche de � dès que 9 3^] . Ainsi, on peut ob-
tenir des performances proches d’un filtre de Wiener optimal
nécessitant l’inversion d’une matrice dont la taille tend vers
l’infini en utilisant un filtre de rang inférieur à 8.

3 Les résultats nouveaux.

Nos resultats se situent toujours dans le cadre asymptotique
de Honig et Xiao, mais sont plus généraux en ce sens qu’ils
sont valables si tous les utilisateurs n’ont pas la même puis-
sance. Par ailleurs, nous sommes en mesure de retrouver les
resultats de Honig et Xiao de façon plus simple, et d’évaluer
analytiquement les valeurs de 9 à partir desquelles on peut af-
firmer que � <`_a� dans le cas où

� ��� .
Notre contribution repose sur l’observation que l’analyse de

la convergence de � < vers � est un problème classique. Afin
de présenter les résultats correspondants de la façon la plus
simple possible, nous supposons que la mesure 1 est absolu-
ment continue, et que sa densité est presque surement positive
sur
� 2 � � 2 � � . Cette hypothèse implique en particulier que le fac-

teur � défini comme la limite de ��� � est supérieur à 1 (dans
le cas contraire, la distribution limite 1 possède clairement une
masse au point ��� ). Notons que cette hypothèse peut être affai-
blie, mais certains des résultats sont un peu plus faibles. Nous
notons b4c3�ed " la fonction de la variable complexe d définie par

b c �Dd " ��EfJMLJON
�
. � d F 1 �/. "



La fonction b4c3�ed " est classiquement appelée transformée de
Stieljes de 1 , est analytique dans

� � � 2 � � 2 � � , et se développe
au voisinage de l’infini sous la forme

b�c3�Dd " � � AB6,7�� H 6d 6,P �
Il convient en particulier de noter que le SINR � du filtre de
Wiener est égal à b4c3�e" " . On définit sur l’espace des fonctions
de carré intégrable par rapport à 1 le produit scalaire

:�� �D. " ��� �D. "�� ��E J LJ N � �/.
"	� �/. "OF 1 �/. " �

ainsi qu’une famille � % 6 �/. "!" 6�
�� de polynômes orthonormés
obtenue par orthogonalisation de Gram-Schimdt des fonctions� � . � . � �������5� . 6 ������� . Les polynômes � % 6 " 6�

� sont appelés clas-
siquement polynômes orthogonaux de première espèce, et les
polynômes de seconde espèce ��� 6 " 6�

� se définissent à partir
des � % 6 " 6�

� par la relation

� 6 �D. " � EfJMLJON
% 6 �D. " � % 6 ��� ". � � F 1 ��� " (3)

Il est bien connu que la suite de fonctions � ��� \ S�� V� \ S�� V " < 
�� converge
uniformément sur tout compact de

� � � 2 � � 2 � � vers b�c3�Dd " (voir
par exemple [1]). Le lien entre l’analyse de la convergence de� < vers � repose sur l’obervation suivante :

Proposition 1 Le SINR � < du filtre de Wiener de rang 9 coı̈ncide
avec � � \ S �TV� \ S ��V
En utilisant de façon pertinente des résultats de [9], [3] et [8],
on peut alors montrer le résultat suivant.

Théorème 1 Posons � � J L P JONJML - J N , et soit C la quantité définie
par C � �

� ��� � � � � (4)

Alors, l’erreur � < � � � � < entre � < et � vérifie pour 9 assez
grand une inégalité du type

� C � <��! � <  "�$# C � < (5)

où
�

et
#

sont deux constantes strictement postives.

Ce résultat provient du fait que
 % < �e" "  &%(' C - < si 9�! � (6)

où
'

est une constante (voir par exemple [9]), et de l’inégalité�2
�
 % < �e" "  - � �) � <  "�

�2 �  % < �D" "  - � pour tout 9 (7)

(voir par exemple [8] et [3]). Dans ces conditions, les constantes�
et
#

sont de l’ordre de
�* L JML et

�* L J N respectivement si 9
est choisi de telle sorte que % < �e" " soit suffisamment proche de' C - < .

Remarque. Comme
2 � 3 �&� � " , � est strictement plus

grand que 1, et le facteur C est lui strictement plus petit que
1. Par conséquent, � < converge localement exponentiellement
vers � avec une vitesse qui ne dépend que du support

� 2 � � 2 � �
de la mesure 1 . Il est par ailleurs intéressant de constater que le

facteur susceptible de ralentir le plus le taux de convergence est
la proximité à 0 de J NJML . Afin de mettre en évidence sous quelles
conditions ce terme se rapproche de 0, nous mentionnons le fait
que la condition � 3 � implique que

2 � 3 % $'& < � � � � � " � � �&�
et que

2
� � % $*),+ � � � � � " � � �&� . De plus, si les différents uti-

lisateurs ont tous la même puissance (i.e. % $ & < �(%($')8+ � � ),
alors

2 � est égal à � � � � � " � � �&� et
2
� �4�

� � � � " � � �&� .
Par conséquent, les facteurs susceptibles de ralentir la vitesse
de convergence du filtre de Wiener à rang réduit sont d’une part
un bruit faible, et d’autre part une distribution de puissance des
utilisateurs très dispersée ou un facteur � proche de 1.

Le théorème 1 est toutefois un résultat de convergence lo-
cale, en ce sens que l’inégalité (7) n’a lieu que pour les valeurs
de 9 pour lesquelles % <3�e" " est proche de

' C - < . Toutefois, on
peut préciser le résultat exprimé dans le théorème 1 dans le cas,
considéré par Honig et Xiao, où les divers utilisateurs ont la
même puissance. Dans ce contexte, % $ & <*� % $')8+ � � , et il est
possible de calculer de façon explicite la distribution limite 1
(qui coincide avec la distribution de Marchenko-Pastur), et les
polynômes orthogonaux correspondants. On peut ainsi établir
que (voir [7])

% < �D" " ��+ < �D" " � �
� � + < - � �e" " (8)

où + < �D" " est donné par

+5< �D" " � � � � " < � C - S < P � V � C S < P � V "� C - � � C " (9)

Par conséquent,
 % < �e" "  _ ' C - < si 9 ! � avec

' ��� � �-,. " .
De plus, il est clair que

 % < �e" "  est proche de
' C - < dès que C � <

est négligeable devant 0. On peut donc parfaitement prédire
pour quelles valeurs de 9 le comportement de ��< sera régi par
l’inégalité (7).

4 Illustration numérique du théorème.

Afin d’illustrer le théorème 1, nous évaluons
Z \Z en fonc-

tion de 9 dans le cas où les puissances des différents utilisa-
teurs sont toutes égales. Sur la figure 1, nous fixons � à 1,
et considérons 3 valeurs de ��� correspondant à des rapports/10�32 égaux à 2 dB, 5 dB et 10 dB. Les courbes représentant
l’évolution des bornes inférieures et supérieures mises en évidence
dans la formule (5) sont également tracées. Sur la figure 2, nous
fixons

/�0�32 à 10 dB, et faisons varier � de 1 à 5.
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FIG. 1: SINR relatif des filtres à rang réduit et les bornes inférieures et

supérieures pour différentes valeurs de
� 0

� 2 .
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FIG. 2: Convergence du SINR des filtres à rang réduit en fonction de � pour

différentes valeurs de � .


