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Résumé — Cet article est consacré a I’étude des performances d’algorithmes du second-ordre d’estimation de DOA de sources complexes
non circulaires rencontrés en communication numérique (PSK2 ou OQPSK) basés sur les deux matrices de covariance spatiales E(x:x;7)
et B(x.x[). Il a pour objectif de préciser le gain en performances de diverses méthodes utilisant la deuxiéme matrice de covariance pour
améliorer la localisation de sources non circulaires en les rapportant & des bornes de variance minimale dans le cadre d’estimateurs du second-
ordre. Aprés avoir donné une expression analytique commune de la variance minimale de tout estimateur du second-ordre de DOA de sources
complexes gausiennes ou non, circulaires ou non, nous présentons une méthodologie permettant d’étudier les performances asymptotiques de
tout algorithme de type sous espace. Nous démontrons diverses propriétés générales des matrices de covariance d’estimateurs fournis par de tels
algorithmes et étudions en particulier deux algorithmes basés sur les deux matrices de covariance [3],[4] dont les performances n’avaient &té
étudiées que par simulations. Enfin diverses simulations illustrent ces résultats.

Abstract — This paper is focused on asymptotic performance of second-order algorithms for estimating direction of arrival (DOA) of narrow-
band complex non-circular sources in the context of digital communication (PSK2 ou OQPSK) based on the two spatial covariance matrices
E(x.x) et E(x,x{ ). it aims to specify the performance improvement of different algorithms that use the second covariance matrice to im-
prove the localization of non-circular sources, by comparison to the asymptotically minimum variance second-order algorithms. After giving a
common closed-form expression for the asymptotic covariance valid for Gaussian or non Gaussian and complex circular or non-circular sources,
we present a general methodology to study the asymptotic performance of arbitrary subspace algorithms. We prove different properties of the
asymptotic covariance of such algorithms and we particularly study two algorithms that has been introduced in the literature [3],[4] by simulation
only. Numerical examples illustrate the results.

2 Estimateurs du second ordre de va-
riance minimale

1 Modeéle et notations

Nous considérerons une antenne de M capteurs recevant K
signaux sources, caractérisés par leur DOA (0 )r=1,. k. Les
enveloppes complexes des signaux observés sont modélisées
par les T" observations indépendantes.

Dans le cas de signaux non circulaires d’ordre deux, la deu-
xiéme matrice de covariance R, apporte une information sur
©, comparable & celle apportée par R,. Ainsi, nous avons

¥yt = Ax; +ny, t=1,....T, démontré [1], qu’un algorithme MUSIC basé sur R, seule et
def un algorithme de type MUSIC basé sur R, seule conduisent

A = J[a(6,),...,a(fk)]. x; et n; sont supposés complexes , . . .
. [a( 1),’ A K),] b PP -omplex dans le cas d’une source non circulaire de puissance o7 telle
centrés et indépendants I’un de I’autre. n, est supposé gaussien M i 9 - . .
. - . . I que E(z; ) = p1e"® E|z} ;| aux variances asymptotiques sui-
complexe circulaire, spatialement non corrélé avec E(nn;”) = ’ ’

" L . vantes :
o, Iy alors que x; est complexe non circulaire, spatialement
corrélé ou non et éventuellement cohérent, de matrices de cova- . 1 [o? N 1 ot o 1 [o2 N 1 op
. def def Z 8, — — ) —a 0y — o5 | o 4
riance R, = E(x;x/7) et R, = E(x:x] ). En conséquence, Yoar el al|l2et] T aup? Lo ||a]|? of

y: & pour matrices de covariance :

, oU « est un facteur purement géométrique.
R, = AR, A" 4 621y et

Pour évaluer, I’effet de la non circularité des signaux sur les
performances statistiques d’algorithmes du second-ordre basés
sur R, 7 seule ou sur (Ry,T,Rg/’T), nous avons besoin d’un
algorithme de référence et d’une borne inférieure sur la matrice

1 1 AT
R, = AR,AT # 0.
(Ry,R;,) est généralement paramétrisé par le paramétre réel
O = (0,,0,) avec ©; X (01, ...,0x)7T etol O, désigne o2

et les parties réelles et imaginaires des termes de R, et de R”,.
Ce paramétre © est supposé identifiable a partir de (R, R, et
les matrices de covariance de y; sont classiquement respective-
ment estimées par

T T
— 1 E : o / _ 1 } : T
Rny = f £ Yth et Ry,T = f £ Yth .

de covariance des estimées de DOA. Aux estimateurs du maxi-
mum de vraisemblance et a la borne de Cramer Rao (difficile
a calculer ici) qui servent habituellement de référence, nous
préférons les estimateurs du second-ordre de variance asympto-
tigue minimale (AMV) mises en oeuvre par des algorithmes de
type COMET [1] basés sur R, 7 seule ou sur (Ry 7,R;, 1),
et leur matrice de covariance associée qui joue le r6le de borne



minimale pour la covariance asymptotique de tout algorithme
du second-ordre au sujet de laquelle il a été démontré [2] :

Théoréme 1 Pour des signaux sources gaussiens ou non gaus-
siens, complexes circulaires ou non circulaires, la covariance
de la distribution asymptotique gaussienne de I’estimateur de
variance minimale (AMV) basé sur R,, 7 ou sur (R, 7R/, 1)
du paramétre DOA seul, a respectivement pour expression :

C—1/2Sr)_

AMV _ HrH-1/2pl
C®1 - (Sr Cr PC_1/2‘I’r r

-1
[resp.C3MY = (SCPPL L, C1/%8,) ],

Vec(Ry)
v(R,) =

%

V(R )
¥,(0,)0,, S, & o et S, et 7o, C, et C, sont les
matrices de covariance des distributions asymptotiques de rr
etsp, Pé—l/w, [resp. Pé””\h] dénote le projecteur sur le

ol r & Vec(Ry) =

complément orthogonal de C; /%%, [resp. C;'/®,].

3 Algorithmes de type sous espace

Pour envisager des algorithmes de type sous espace faisant
by - by Y / - ’ -
appel a la fois a Ry r eta R,, 7, nous considérons la matrice
- P def ~ o~ .~ def
de covariance étendue R; = E(y,37) ou ¥, = ( ;’i )
t
pour laquelle:

Ri-AH =+ O'ZIQM

R; = A
A O df [ Rs R, .
( O A* ) etRz = < R* R ) Puisque

le gain apporté par I’utilisation de R; est surtout sensible dans
le cadre de signaux sources spatialement non corrélés [2], nous
allons nous concentrer sur ce cas particulier. Nous y distingue-
rons le cas de signaux de non circularité maximale (px = 1,k =
1,...,K)(cas 1, par exemple des modulations PSK2 ou OQPSK
non filtrées) qui conduit & rg(Rz) = K et aux algorithmes
proposés dans la littérature [3] noté Alg; et [4] noté Algs, et le
cas ou ces signaux peuvent étre filtrés (cas 2), ce qui conduit a
une non circularité non maximale (px < 1,k =1,...,K)eta
rg(Rs) = 2K. Dans ces deux cas, le projecteur orthogonal
I, 1II, )
o;, II
ol IT; » = O dans le cas 2. Et la matrice de projection ILy
sur I’espace bruit associé a I’estimée R; 7 de Ry a aussi pour

structure
O, — ( ILi» Iio7r )
oy

O, r
ou IT, 7 etIl; 7 sontrespectivement des matrices hermitiennes
et symétriques complexes. Les estimées de DOA fournies par
les algorithmes précédemment cités sont obtenues grace a K
minima locaux :

~ def
avec A =

IT sur I’espace bruit a pour structure [1]

(3.1)

Al .
Hk’}g’l = arg mamgl’T(a)
avec

g1,7(0) £ a ()T ra(a) — [aT ()T, pa(a)|  (3.2)

6,‘3’1}32 = /(zk) avec zp z8€roj, <1 de gr(z), (3.3)

ou
gr(z) = (a' (=" ra(2))’
— (a7 (:)O{, ra(2))(a” (7" )M o ra(z""))

etolia(z) = [1,z,...,2M~1]T. Cet algorithme peut d’ailleurs
8tre étendu a un réseau de structure quelconque :

Hngga = arg moéinggyT(a)
avec
def
gar(e) = (a (o), ra(a)’ (3.4)

(a” (a)TI{'; pa(a))(a” ()T o ra*(a)).

Dans le cas 2 ot IT; » = O, nous proposons I’algorithme:

Dot = (35)

L7 = arg minaH(a)HlyTa(a).

4 Analyse de performance

Avant d’étudier les performances d’algorithmes du second-
ordre qui utilisent a la fois R, v et R, , commencons par
examiner I’influence de la non circularité sur les algorithmes du
second-ordre traditionnels basés sur R., r seule. Nous démon-
trons le résultat suivant:

Propriété 1 En cas de bruit temporellement non corrélé, les
performances asymptotiques de tout algorithme du second-ordre
basé sur R, r seule qui n’utilise pas I’hypothése éventuelle de
non corrélation spatiale des sources sont identiques a celles du
cas d’observations gaussiennes complexes circulaires indépen-
dantes.

Preuve : Elle est basée sur le résultat [5] suivant. Sous les hypo-
théses précédentes, la matrice Dgf’ associée a la différentielle
de tout algorithme alg(.) vérifie la condition Dgf; (A*® A) =
O. Et comme la matrice de covariance C, de la distribution
asymptotique de Vec(R, ) est donnée [2] par C, = (A* ®
A)C, (AT@AT) 4ot Ty 402 Iy AR, AT+ A*RIAT®
oIy avec C,, = R: @ R, + K(R, @ R, ) + Q, ol Q.
ne dépend que des propriétés du quatriéme ordre des sources,
le premier terme de C,. disparait dans le calcul de C%lf;. |

Puisque les estimateurs de type MUSIC du paragraphe 3 sont
des fonctions alg(.) différentiables de Iy 7, IT; » 7 et IT] , 7
extensions distinctes de I’application

(H11H1,27H={72) — gk == alg(H1;H1,27H={72)1
Ok 7 = alg(Ily 7,01 2 7,117 5 7),

les distributions asymptotiques des estimées fournies par ces
algorithmes et plus généralement par tout algorithme de type
sous espace, sont directement déduites de la distributionasymp-
totique de I ou de (II 7 ,IIy » 7,117 , 7). Nous démontrons
pour cela le théoréme suivant:

Théoréme 2 Dans le cas d’observations indépendantes, les sui-
tes de statistiques

Vec(HlyT — Hl)

Vec(l_[LQ’T — Hlyg)
VeC(HT,z,T - HI,?)

VT (Vec(Ily — ) et /T

convergent en loi vers des lois gaussiennes centrées de premiéres
matrices de covariance respectives :



Cn=I+Kuy(J®IJ) (Mo U+U*@I) (4.6)
et
Cm, Cgl,z,nl CH; 21
Crym,m, = | Cm.m Cn, , Cg; s
) Cm;,m  Cmy,m, CI)I;)2
4.7
avec
Cn, = MU+ U7 eIL
+ Ky (Il 2@ U; + U @ I0 ), (4.8)
Cn,, = (I+Ky)(Il; ® U; +U; @),
Cro,m = (I+Ky)(I U+ U;IL),
Cm;,m, = (I+Kp)(M]@U;+Ul@I,),
Cuy,m. = ([+Ku)(II1,0U;+ U301l ,),
ou K,,, et J désignent les matrices de permutation telles que
Vec(AT) = K,, Vec(A) pour toute matrice carrée A d’ordre
metJ = ( I(])\J Ig ),

def #p_Q# _ U1 U2
U € S#R;S* = Ui U

(.)#* désigne la pseudo inverse au sens Moore Penrose.

) avec S = AR;AY et

Indication de preuve (par manque de place):
La preuve [1] repose sur le théoréme central limite classique :
VT (Vec(Ry 7 — Ry)) converge en loi vers une loi gaussien-
ne centrée de premiére matrice de covariance

Cr, = (I+Ku(TJ217J))(Rj®Ry)
+ (A"©A)Q;(AT @ AT)
ol Q; est la matrice de quadrivariance de x; ot (xtT,foT) et
sur la relation de perturbation classique
5(T1) = —TI§(Ry)S# — S#§(Ry)TT + 0 (§(Ry)). W

Sous les mémes hypothéses, la propriété 1 s’étend sous la
forme suivante :
Propriété 2 Les distributionsasymptotiques de tout algorithme
du second-ordre de type sous espace construit & partirde R, 7
et R, - sont identiques a celles du cas d’observations gaus-
siennes complexes indépendantes de mémes circularitées.

Preuve : Grace a: ~ ~
(@ es#) +(s* em)(A*cA)=0. =

En ce qui concerne les estimateurs de type MUSIC du para-
graphe 3 nous démontrons le résultat suivant:

Propriété 3 Les distributions asymptotiques des algorithmes
Alg;, Algs et Algs sont identiques (mais comme nous le montre-
rons dans le paragraphe 5, ces trois algorithmes auront des
performances différentes en dehors du régime asymptotique)

avec :
= 4R

((aZU*az*)(a{fknaj,n), ij e {12},

- def .~ def a(f ~ def -~ def

1 2 k agl)
(Co= 5 (ot —alt )mieo (%

1,

M\—/

avec (B(*1). def

@ etou oz( ) et ~;, sont des facteurs purement géométriques :

a(,j = <a xay, k) % = afflall) - (af%)% Eten

particulier :
Zag )

Yk
qui donne dans le cas d’une seule source (K = 1):

1 [o2 1 of
091 = - I:_n + _Tl:| 3

a1 |o?  2|al]? o}

Co, =

(ak Uag), k=1,.. K (4.9)

oU «; est le méme facteur géométrique qu’au paragraphe 2.
Preuve :

L’expression de Cg, est démontrée [1] pour I’algorithme
Alg; grace a Co, = DAlgICHD.ﬁ’lg1 ol Dy, est calculée
par un simple calcul de perturbation en remarquant que [3]
g1.7(a) = ming afl (a,¢)Ira(a,s). [ |

Nous démontrons ensuite successivement que Alg; puis Algs
ont les mémes performances asymptotiques que Algs. Puisque

gsr(a) = g17(a)rr(a) avec rr(a) def afl (a)II; ra(a) +
|a® («)T1; 5 7a*(a)| etr(6x) # 0 (car par I’absurde si r(6) =
0 alors afl (6)IT;a(f;) = 0 et |af (6;)II; sa%(0x)| = 0 et

ag

cela entrainerait ateif appartiendrait a I’espace signal
k

V3). Par suite en utilisant la preuve de [6, Theorem 3.2], les
algorithmes Alg; et Algs ont les mé&mes performances asympto-
tiques. ]

Pour démontrer que les algorithmes Alg, et Algs ont les
mémes performances asymptotiques, nous avons par de simples
calculs de perturbation (en tout point semblable a celui de [7]
pour Alg,) démontré [1] que ces deux algorithmes vérifient
avec les mémes matrices A ; et Ag

Hk,T = 05+ Alkaec(él'IlyT) + Al,kVec(él'Ilyz’T)
+ A5 Vec(SIL] 5 1) + 0811y 7) + o(Il1 5,7,

car ces deux algorithmes satisfont la méme équation de perturba
tion:
(e [0, MG T My | + T [T M T M

RTr [T, ML oM | — BT [T, M T M | ) 66,7

= Tr [T, r M1 M| + Tr [T M 6TL 7 M |

—RTr {an{fg M IIL; 9M;;} — RTr {H{@M;anl TM;]

+o(6T1y 1) + o(IIy, 2 T) avec 86,7 < O — Op, ST 7 &

II, p—1II4, 5H12T = H12T Iy 5 et My, £ a(fx)a’ (6x),

1 def gM, " def d2Mk
L L m

Quanta Alg, proposé Iorsque pr < 1 pour toutes les sources,
notons que ces performances sont critiques dés que la non circu-
larité d’une source s’approche de la non circularité maximale.
Car dans ce cas la matrice pseudo inverse S# de S de rang
2K a une norme qui tend vers I’infini et par suite Cry, aussi.
Ces performances s’obtiennent comme celle de I’algorithme
MUSIC classique :

(€2),.= 5
1 k,l

Qg

% ((a (6 Ua(0)) (2 (6,12 (61)) )

def
avec a’(f;) = ﬁﬂl , qui donne dans le cas particulier d’une
seule source :

CAlgs _ 1 [_rzl_i_ 1 (1+p1)_2:|>0;\/IUSIC.
. ar(l—p}) Lof " lall> (1 =p}) of] =



Ce résulat s’étend par calcul numérique dans le cas de plusieurs
sources.

5 Simulations

Dans les quatre simulations présentées, nous considérons un
réseau linéaire équidistantde A = 6 capteurs avec deux sources

de méme puissance (SNRd:ef Z—z émettant des signaux BPSK

filtrés ou non de méme module de circularité (p Lef p1 = pa)
et de phase de circularité ¢, et ¢,. La durée d’observation et le
nombre de réalisation de Monte Carlo sont respectivement de
T = 500 et 1000.

Sur la Fig.1, est mis en évidence, le rapport
def AMV(R,R’) AMV(R)
e, = vary [vary.

en fonction de p pour diverses valeurs de Af def B, — 6;. Elle

met en évidence le gain apporté par la matrice de covariance
R, pour de faibles valeurs de Ad, y compris pour des signaux
de circularité non maximale. Par contre pour des grandes valeurs
de A4, le gain n’est apporté qu’au voisinage de p = 1.

o

10 T T T

T T =
delta=0.5
delta=0.2

delta=0.1

delta=0.05

delta=0.01:

10 I I I I I I I I I
o] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

module de circularité

Fig.1 SNR=20dB, ¢1 = n/2 et ¢3 = /3.

Sur les Fig.1 et 2 sont mis en évidence varg, pour les diffé-
rents algorithmes. Elle met en évidence la bonne efficacité des
algorithmes (algx )z =1,2 3 Si on rapporte leur variance asympto-
tique a celle de Ialgorithme AMV basé sur R, et R;,. Par
contre les domaines asymptotiques de ces différents algorithmes
sont tres différents. L’algorithme AMV basé sur R, et R,
surpasse de ce point de vue les trois algorithmes (algx)x=12,3
et parmi ceux-ci, I’algorithme alg- de type Root est le meilleur.

107"

107

107° delta=0.01.

10°E

variance asymptotique de thetal

10°kE detta=0.1.

10 L L L
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

separation du phase de circularité

Fig.2 SNR=20dB, p = 1, ¢ = 7/2 et ¢ = /3.

+ 0

algl
alg2

alg3
1) AMV(R,R’)

variance asymptotic de thetal

I L I I I I I
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

rapport signal sur bruit (dB)
Fig3Af =0.05p=1,¢1 = m/2et ¢y = /3.
Enfin la Fig.4 montre le rble des phases ¢, de la circulari-
té. Par calcul numérique, nous avons montré que pour tous les
algoritmes présentés, dans les conditions étudiées, les variances

asymptotiques ne dépendent pas de ¢ pour ¢ def @1 = g2 etne
dépendent que de ||¢1 —¢2|| pour ¢; # ¢4. Dans ce dernier cas,
les performances se dégradent fortement pour de faibles valeurs
de Af et de ||¢1 — 2| Par contre pour de grandes valeurs
de A# = =z, les variances asymptotiques ne se dégradent plus
lorsque ||¢1 — ¢2|| devient faible (on retrouve le cas K=1.

10° T

MUSIC
AMV(R)
algl
alg2

X + ¥ 04

alg3
AMV(R R))

107°

variance asymptotique de thetal

107

107

107°

0 O.‘OS 0.1 0,‘15 0.2 0.‘25 0.3
separation angulaire (rd)

Fig.4 SNR=20dB, p = 1, (1) algorithmes (algy)r=1,2,3.

(2) algorithme AMV basé sur R et R
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