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Résumé – Nous présentons une bôıte à outils Scilab pour l’analyse modale de structures mécaniques. Il s’agit d’un environ-
nement logiciel pour l’identification des caractéristiques modales (fréquences propres et déformées) et le diagnostic des défauts
dans le cas où les structures sont soumises à la seule excitation ambiante non contrôlée, non mesurée et non-stationnaire. Les
méthodes sont de type sous-espace appliquées aux covariances des seuls signaux de sortie. Une courte démonstration sur deux
cas réels (avion en vol et structure civile) illustrera les différents dialogues et leur intérêt pour l’analyse modale et la localisation
de défauts qui sont difficilement automatisables.

Abstract – We present here a Scilab toolbox for modal analysis of vibrating mechanical structures. It is a complete package
for modal identification (eigenfrequencies and modal shapes) and diagnosis in the case of in operaton structures with the natural
excitation without control and measurement of this non stationary input. The methods are of covariance driven subspace type.
A short demo on two concrete cases (in flight aircraft and civil structure) will illustrate some dialogs and show their use for modal
analysis which cannot be fully automatized.

1 Introduction.

Les applications industrielles de la surveillance des vibra-
tions in situ sont diversifiées, que ce soit pour des struc-
tures mécaniques complexes (plate-formes offshore, ponts,
barrages, bâtiments) ou des machines tournantes (turbo-
alternateurs). Ces applications font suite aux études faites
en laboratoire, à la conception et en atelier. Un exem-
ple type est celui de la conception d’un nouvel avion dont
l’analyse modale commence avec les modèles aux éléments
finis, se poursuit par des mesures spécifiques lors de vols
d’essais puis par une phase spéciale au sol pour la certifi-
cation et ensuite un suivi lors de la vie de l’appareil.

Des outils d’identification de caractéristiques vibratoires,
et de détection et diagnostic précoces de petits change-
ments de ces caractéristiques, sont particulièrement utiles
pour la prévention de dysfonctionnements ou d’endomma-
gements.

L’identification et la surveillance sont donc effectuées
en ambiance de fonctionnement normal : sans ralentisse-
ment ni arrêt de machine, sans excitation artificielle, sans
mesure de l’excitation naturelle. Le diagnostic, en termes
d’un modèle (éléments finis) de conception, est effectué
sans recalage de modèle, ni résolution de problème inverse.

Nous présentons donc l’outil logiciel qui rélise ces diffé-
rentes tâches : il s’agit d’une bôıte-à-outils Scilab intégrant
essentiellement les éléments contenus dans [10, 9].

2 Méthodes et résultats.

Il s’agit de l’identification aveugle de la structure pro-
pre d’un système linéaire multivariable, par une méthode
sous-espace consistante appliquée aux matrices de covari-
ances des seuls signaux de sortie, les entrées étant incon-
nues et non-stationnaires. Une variante est utilisée avec
le couple entrées-sorties pour les situations où les entrées
sont egalement mesurées. Une extension de la méthode
sous-espace a été développée pour le cas d’enregistrements
non simultanés, ce qui est un cas classique, y compris avec
mesure des entrées.

Le problème essentiel de la surveillance vibratoire en
fonctionnement est que les structures ou machines surveil-
lées sont soumises à la fois à des variations rapides et non
mesurées de leur environnement et à des variations lentes
et faibles de leurs caractéristiques vibratoires. Les signaux
mesurés contiennent donc des non-stationnarités rapides
dont la détection ne présente aucun intérêt, et des non-
stationnarités lentes qu’il s’agit de détecter et de diag-
nostiquer. Le problème est d’autant moins trivial que les
variations à surveiller sont petites (e.g., moins de 1% sur
les fréquences). Une approche pertinente consiste en:

1. l’estimation des caractéristiques de référence du sys-
tème surveillé dans ses conditions de fonctionnement
usuelles, cette estimation étant obtenue par identifi-
cation sur des données correspondant à un état sain;

2. la détection précoce, et le diagnostic, de déviations



faibles par rapport à cette référence.

Il est connu [16] que les caractéristiques vibratoires (fré-
quences, appelées modes, et déformées modales) corres-
pondent à la structure propre (valeurs et vecteurs propres)
de la matrice de transition d’état d’un système dynamique
linéaire. L’analyse et la surveillance vibratoires sont donc
des problèmes d’identification et de détection qui concer-
nent la dynamique d’un système linéaire (que l’on peut
paramétrer de manière invariante par changement de base
sur l’état), ou, de manière équivalente, la partie ar d’un
processus arma multidimensionnel dont, à cause des non-
stationnarités de l’environnement, la partie ma doit être
supposée non-stationnaire.

L’identification des caractéristiques vibratoires (fréquen-
ces et modes) est effectuée en ambiance de travail nor-
male (sans excitation artificielle). La méthode procède par
identification de la structure propre d’un système linéaire
multivariable, au moyen d’une méthode sous-espace ap-
pliquée aux matrices de covariances des seuls signaux de
sortie, les entrées étant inconnues et non-stationnaires.
Cette méthode est néanmoins consistante, et robuste à
ces non-stationnarités.

La méthode a été proposée en [16], analysée en [7], et
revisitée sous forme de fonction d’estimation en [3]. Une
extension, consistante elle aussi, a été faite pour le cas du
traitement conjoint de signaux enregistrés à des moments
différents, et donc sous excitations différentes [11, 12]. Il
est en effet d’usage courant, dans ce domaine, de col-
lecter des données en provenance de capteurs – certains
fixes, d’autres mobiles – placés à différents endroits, afin
d’imiter une situation où un nombre de capteurs beaucoup
plus important serait disponible.

Cette extension est, de même que la méthode classique,
basée essentiellement sur une propriété de factorisation
de la matrice de Hankel (et des covariances des sorties)
du système [17], et sur une renormalisation du facteur
droit visant à compenser le fait que les excitations sont
différentes. L’algorithme proposé présente la propriété
intéressante d’opérer par entrelacement des blocs-lignes
et blocs-colonnes des matrices de Hankel construites sur
les covariances des capteurs de référence et les covariances
renormalisées des capteurs mobiles, respectivement. Il ap-
parâıt expérimentalement que la renormalisation effectuée
par l’algorithme, jointe à la moyennisation sous-jacente au
calcul des covariances empiriques, permet effectivement de
se débarrasser des effets indésirables des excitations non-
stationnaires différentes, et d’obtenir de bons estimateurs
de la structure propre, ce qui est en accord avec le résultat
théorique.

Les bases de cette méthode sont donc un modèle méca-
nique classique, linéaire et stationnaire :

{

M Z̈(s) + CŻ(s) +KZ(s) = ν(s)
Y (s) = LZ(s)

(1)

où s désigne le temps (continu pour le moment), Z est le
vecteur des déplacements et M,C,K sont respectivement
les matrices de masses, amortissements et raideurs.
L spécifie quels sont les éléments mesurés sur la struc-

ture, c’est-à-dire où sont localisés les capteurs et Y est
donc le vecteur des mesures.

On cherche à identifier les caractéristiques modales de la
structure, c’est à dire les modes propres (fréquences pro-
pres et amortissements) et les déformées modales, notés
respectivement µ et ψµ.

La structure propre observée est la solution de :

(Mµ2 + Cµ+K)Ψµ = 0 , ψµ = LΨµ (2)

Après échantillonnage en temps (à la fréquence 1/δ) le
modèle précédent peut s’écrire sous la forme du modèle
d’état suivant :

{

Xk+1 = FXk + Vk

Yk = HXk
(3)

avec :

Yk = Y (kδ) , Xk =

[ Z(kδ)

Ż(kδ)

]

H =
[

L 0
]

F = exp(Aδ)

A =

[

0 I
−M−1K −M−1C

]

E(Vk) = 0

QV (k)
∆
= E(VkV

T
k ) =

∫ (k+1)δ

kδ

exp(As)Q̃(s) exp(AT s)ds

Q̃(s) =

[

0 0
0 M−1Qν(s)M−T

]

Qν(s) est la matrice de covariance de l’excitation définie
ci-dessus.

La structure propre de la matrice F donne les caracté-
ristiques modales définies précédemment :

(λ,Φλ) de F :

eδµ = λ

ψµ = φλ
∆
= HΦλ (4)

L’algorithme d’identification utilise donc la matrice de
Hankel construite avec les covariances des observations :

Hp,N =









R0 R1 · · · Rp · · · RN

R1 · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Rp · · · · · · · · · · · · RN+p









(5)

avec
Rm = E(YkY

T
k−m)

La remarque fondamentale est que cette matrice a le
même espace image que la matrice d’observabilité du systè-
me (associée à la paire (H,F )) qui est :

O =
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HF
HF 2
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·
·

HF p





















(6)

Cette propriété résulte de la factorisation de la matrice
de Hankel qui s’écrit :

Hp,N = OC (7)



où O est la matrice d’observabilité et C est la matrice de
commandabilité

C =
[

G FG F 2G · · · FNG
]

G = E(XkY
T
k )

ces deux matrices étant de rang plein.
L’implémentation de l’algorithme est donc :

-calcul de la matrice de Hankel empirique
-factorisation par une décomposition en valeurs singulières
et troncature , ce qui donne la matrice d’observabilité
-obtention de la matrice de transition par résolution aux
moindres carrés sur 2 décalées de la matrice d’observabilité
-obtention de la structure propre de la matrice de transi-
tion.

L’ingrédient algorithmique essentiel à rajouter est la
réalisation de ce calcul pour des ordres croissants et d’utili-
ser un diagramme dit de stabilisation sur les caractéristi-
ques modales identifiées pour faire la sélection.

Le problème de diagnostic est double. Le diagnostic
modal doit déterminer quels modes de vibrations ont chan-
gé, et correspond à une inférence paramétrique dans un es-
pace de même dimension que celui de la référence identifiée
à partir des mesures. Le diagnostic physique doit remon-
ter à des causes possibles, et déterminer quels paramètres
(e.g., masses, raideurs, amortissements) du modèle de con-
ception sont les plus affectés. Ce problème correspond,
au contraire, à une inférence dans un espace de dimension
beaucoup plus grande que celui du paramètre de référence.

Nous avons proposé en [3] de baser la détection sur un
test de type χ2, résultant de l’application de l’approche
statistique locale à des fonctions d’estimation associées
aux méthodes sous-espaces. L’approche locale permet es-
sentiellement de calculer la sensibilité d’une fonction d’esti-
mation vis-à-vis de petites variations de paramètres, rel-
ativement aux bruits et incertitudes [1]. Cette sensibilité
est exprimée à l’aide d’une matrice Jacobienne, dont deux
expressions analytiques dans le cas présent d’une struc-
ture propre sont données en [3]. Cette méthode con-
stitue une généralisation de [4]. De nombreux résultats
expérimentaux, aussi bien sur bancs-tests que données
réelles, confirment l’intérêt de ces détecteurs [15, 13, 14],
qui possèdent en outre une propriété d’invariance vis-à-
vis des pré- et post-pondérations des matrices de Hankel
impliquées [2].

Le diagnostic modal, focalisant sur chaque (groupe de)
mode(s) et déformée(s) modale(s) associée(s), est obtenu
par sélection des (groupes de) colonnes correspondantes
de la matrice Jacobienne mentionnée plus haut, et calcul
des tests du χ2 qui en résultent.

Dans le but de la conception d’une algorithmique em-
barquée, le diagnostic physique, en termes des paramètres
d’un modèle (éléments finis) de conception, n’est pas abor-
dé par le biais de la résolution d’un problème inverse (mal
posé). Dans la logique de l’approche locale de détection, il
repose lui aussi sur un calcul de Jacobiens, cette fois entre
la paramétrisation modale et la paramétrisation physique.
Le problème posé par la grande différence de dimensions
entre ces deux représentations paramétriques est résolu au
moyen d’une classification de tous les vecteurs de change-
ments possibles dans le gros espace, à l’aide d’une métrique

cohérente avec celle du test du χ2 qui réalise la détection.
Cette classification est effectuée une fois pour toutes au
moment de la conception de l’algorithmique, et aboutit
en fait à la fabrication de Jacobiens synthétiques corre-
spondant à des macro-pannes. Les algorithmes de diag-
nostic embarqués sont les tests du χ2 correspondant à ces
Jacobiens [6].

Nous donnons les premières bases de la méthode du
diagnostic. Si θ0 représente le modèle nominal, il est so-
lution de

ST (θ0)Hp+1,q = 0

(propriété de la matrice de Hankel et la matrice d’obser-
vabilité).

Après une période de fonctionnement si on veut donc
tester si le modèle est toujours valide, on va donc cal-
culer une “nouvelle” matrice de Hankel empirique avec
les nouvelles mesures et on va tester si l’égalité ci-dessus
est toujours vérifiée. En fait on considère le vecteur des
résidus :

ζn(θ0) =
√
n vec(ST (θ0)Ĥp+1,q)

pour lequel on doit avoir :

E(ζn(θ0)) = 0 ssi θ = θ0 .

Pour construire un test il faut connâıtre les propriétés
statistiques du résidu, ce qui impossible dans notre cas.
On va considérer les 2 hypothèses suivantes :

H0 : θ = θ0 (structure saine) et H1 : θ = θ0 +
Υ√
n

(système en panne) où le vecteur Υ est inconnu mais fixé.
Les résidus ont des distributions asymptotiques gaussi-

ennes :
N (0,Σ(θ0) sous H0 et N (M(θ0)Υ,Σ(θ0) sous H1.
La matrice jacobienne et la matrice de covariance sont

données par :

M(θ0) = − 1√
n

∂

∂θ
Eθ0

ζn(θ)|θ=θ0

Σ(θ0) = limEθ0
(ζnζ

T
n )

Le test entre les hypothèses H0 et H1 est donc obtenu
en calculant le χ2 suivant :

χ2
n = ζT

n Σ̂−1M̂(M̂T Σ̂−1M̂)−1M̂T Σ̂−1ζn

que l’on compare a un seuil; ce test est asymptotique-
ment un χ2 à rang(M) degrés de liberté et sous H1 son
paramètre de non-centralité est : ΥTMT Σ−1MΥ.

3 La bôıte à outils

C’est un outil complet dont la mise au point de l’interface
homme-machine a bénéficié du traitement du plusieurs ex-
emples concrets (machines tournantes de production d’élec-
tricité, avions civils et militaires, lanceur spatial...). Les
différents choix se font par les menus en partant du prétrai-
tement des données (filtrage, sous-échantillonnage,...) pour
aboutir au choix final des signatures modales et des zones



Figure 1: Stabilization diagram : focus sur une frequence
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Figure 2: Frequence - damping au début du vol

d’endommagement éventuel. Nous donnons ci-dessous quel-
ques exemples des résultats que l’on peut obtenir.

Ces travaux ont été et sont menés dans le cadre des pro-
jets Euréka Sinopsys1 coordonné par Lms, et FLITE2

coordonné par Sopemea.
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