Nouveaux modéles paramétriques 3-D.
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Résumeé — Le travail présenté dans cet article se situe dans |e cadre de la modélisation paramétrique des champs stochastiques
tridimensionnels (3-D). Nous introduisons des modeles paramétriques issus de la décomposition de Wold 3-D et mettrons en
évidence la structure spatiale et spectrale de la partie évanescente d’ une texture 3-D.

Abstract — This paper dea with the multidimensional (3-D) parametric model of stochastic processes. We introduce a new
models and new results based on 3-D Wold decomposition. By this way we can provide both spatial and spectral properties of

the evanescent component of 3-D texture.

1. Introduction

Dans le contexte de la prédiction linéaire, Helson et
Lowdenslager [1] ont introduit en 1962 le théoréme de la
décomposition de type Wold pour |es processus stochastiques
stationnaires. 1l s agit de la décomposition d’un processus en
une somme de deux composantes orthogonales, la premiére
étant déterministe et la deuxieme est complétement non
déterministe (CND). En outre, ils ont mis en évidence
I’existence dans le cas 2-D d'une troisieme composante
nommée composante évanescente, obtenue par la
décomposition de la partie déterministe en deux parties
orthogonales. Ces travaux ont été étendus et approfondis par
Korezlioglu et Loubaton [2], Francos et al. [3].

Ces résultats théoriques ont été appliqués ces derniéres
années en traitement d'image. Ainsi, dans le cadre de
I” analyse-synthése des images texturées, Francos et al. [4] ont
proposé des modeéles paramétriques pour chacune des trois
composantes. Récemment ces modéles ont été appliqués a la
segmentation et a I'indexation dimages texturées [5]. Par
ailleurs, plusieurs algorithmes ont été proposés pour
I’ extraction des différentes composantes d’ une image texturée
(6] - [8].

La décomposition de Wold 2-D pallie le fait que le modéle
paramétrique classique de type AR 2-D ne permet pas
d’ analyser et de synthétiser les textures structurées c'est-a-dire
celles qui contiennent des parties périodiques ou avec des
orientations privilégiées[9], [10]. En effet, les modéeles AR 2-
D ne permettent de caractériser que les textures ayant un
caractére aléatoire dans toutes les directions. Par contre, les
informations concernant |’ orientation sont contenues dans le
champ évanescent. Tel est le cas par exemple pour les
textures briques, bois de I’album de Brodatz [11].

Nous proposons dans cet article une extension au cas 3-D
et nous donnons les résultats préliminaires obtenus pour la
décomposition de Wold 3-D.

2. Décomposition de Wold 3-D.

Soit Y= {y(m’n,t); (mn,t)e ZS} un processus
stochastique 3-D de moyenne nulle et H 1’espace d' Hilbert
associé donné par H =sp{ y(m,n,t),(mn,t)e z° }. Untd
processus est dit homogéne ou stationnaire au sens large s
toutes les variables sont de caré intégrable,
E[yz(m, n,t)] < oo, et s lafonction d’ autocorrélation définie
par ry(J, k1) =E[y(m+ j,n+k t+1)y(mn,t)], est
indépendante de m,n et t. Dans ce cas ry(.,.,.) admet la
représentation spectrale suivante:

ry(J,k,1) = jgsexp[2n(jo+ kv +In)] dF(w,v,n)

Ou K =[-1/2,1/2] et F(w,v,n) est ladistribution spectrale

du processus.

Dans la suite nous considérons un ordre total < sur  Z°

défini par

(j,k,D<(mn,t)= (j,k e {(ab,c)/a=mb=n,c<t}u
{@a,b,c)/a=mb<n,ce Z}u{(ahb,c)/a<mb,ce Z}

On appelle le passé de y(m,n,t) le sous espace H (yny) de
H engendré par les vecteurs qui précédent y(m,n,t):
Hmnt) = spfy(i. k1 (i kD) < (mn,t)}.
Le prédicteur linéaire causal de y(m,n,t), qui minimise la
variance de l'erreur de prédiction, est la projection
orthogonale  §(m,n,t) de y(mn,t) sur le sous espace
Hmng-1)- Soit u(mn,t)= (m n,t)-y(m,n,t) I'erreur de
prédiction au point (m,n,t). Le processus {u(m,n,t)} est dit
processus d'innovation de Y . Pour définir les deux notions
de déterminisme et de non déterminisme, on note, Hq
I’espace engendré par les innovations u(mn,t) et H gy
I"orthogonal de H g dans ! espace H ,
H=Hga ®Heng -
On appelle H__, le passé lointain du processus donné par,
Ho= N ,Ha- Il est facile de vérifier que H_., < Hget

ac”Z
Ains, en notant H, son complémentaire orthogonal dans

Hget» 'espace du processus admet la décomposition
orthogonale suivante :



H=Hgq ®He ®H_,, (1)

Définitions: Un processus stationnaire est dit:
1. complétement non déterministe (CND) si H = H g
2. déterministesi H.,q = {0}.
3. évanescentsi H.,q ={0} et H_., ={0}.
4, detypeH_, s H=H__

Pour un ordre total fixé sur Z2, tout processus stochastique
3-D homogéne se décompose en une somme de trois
composantes orthogonales [12].

Ymnt) = Umnt) + Dmnt) + €mnt) @)
ol { Umny) } €st CND, lacomposantes { hymny) | est de
type H_. €t { emny | estévanescente.
Contrairement au cas 2-D, la composante évanescente
{ mny) } se décompose en outre en une somme de deux

composantes orthogonal es que nous appellerons dans la suite,
champ évanescent de type 1 et champ évanescent de type 2

&mnt) = Emnt) + Gmng) € I'EXPression (2) devient :

Yimnt) = Umnt) + I"(m,n,t) + el(m,n,t)"' ez(m,n,t) 3

Cette extenson au cas 3-D est fondée sur des
développements mathématiques et certains  résultats
théoriques de la prédiction linéaire donnés dans[1],[12], [13].

3. Caractéristiques spectrales

La décomposition orthogonde (3) entraine la
décomposition de la distribution spectrale du processus Y en
une somme de mesures spectrales mutuellement singuliéres

que nous noterons respectivement F,, Fy,, F 4 et Fe2

Fy(@,v,u)=F,(o,v,n)+F,(®,v,n)+ Fh(o,v,n)+ Fe2 (®,v,Mm)
oU F, est absolument continue tandis que les distributions

spectrales F, , Fst et F.2 sont des mesures supportées par
des ensembles de mesure nulle par rapport a la mesure de
Lebesgue Az(w,v,m) sur R3. Les distributions spectrales des

trois composantes déterministes sont des combinaison
linéaires des mesures de laforme:

dFn (w,v,) = dFS(w,v, ) )
dFgl(w,v,m) = T (W,V)dhp(w,v)dFS(n). ®)
dFe2(®,v,1) = g(W) dhg (W)IF$ (v,1). ©)

Ou, FZ, pour k=123 est une mesure singuliere k-D et
f(w,v). g(w) sont respectivement des densités spectrales
2-D et 1-D.

4. Modélisation

Au niveau de la moddlisation, I'orthogonalité des
différentes composantes conduit a des modeles indépendants
pour chacune des parties. La composante CND u(py nt) ayant

une distribution spectrale F,(.,.,) absolument continue est
théoriqguement représenté par un modele MA infini.

Cependant une représentation par un modéle autorégressif
(AR 3-D) peut étre utiliste. Ce dernier modéle a été utilisé
pour I'analyse-synthése des images texturées [14]. Le
probléme de la sélection de I’ ordre de cette classe de modéles
est traité dans [15]. Un exemple de texture synthétisée par ce
modél e est donné par lafigure (FIG.1)

Pour des considérations pratiques, la modélisation de la partie
déterministe nécessite des approximations du cas théorique a

I'instar du cas 2-D [4]. Aingi, la distribution singuliére F3s
est supposée portée par un ensemble dénombrable de points
dans K3. Ceci nous permettra d’ approximer la distribution
F, par une combinaison linéaire de fonctions de Dirac 3-D et
la. composante him,n,t) par un modele harmonique 3-D donné
par :

h(n,m,t) = E [CpCos(nwp +mvy +tup)
p=1
+DpSn(nwy+mvy +tup)]
Ou P le nombre de composantes, le triplet (wp,vp,up) est
lafréquence 3-D du p™ harmonique.

Lafigure (FIG.1) présente une texture 3-D synthétisée par un
modéle de ce type a deux composantes. Dans ce cas, le
spectre est supporté par quatre ‘pics 3-D’ isolés (FIG. 3)
Ce modéle a é&é utilisé a titre d’exemple pour le filtrage
d’'images sismiques [16].

4.1 Champ évanescent 3-D detype 1:

La distributions spectrale dF(w,v,n) est séparable (5);
ele est le produit d'une densité 2-D et d'une mesure
singuliere 1-D notée Fls. En négligeant les ensembles de

type singulier-continu, la distribution FlS est approximée par

une combinaison linéaire de fonctions de Dirac 1-D. Par
conséquent la distribution spectrale dF g (o,v,n) est

approximée par :

Il
fo@v,n)= 2 i@ VB -n)+ a0 +n)} ()
1=
Ou fi(..) est une densité absolument continue par rapport a

lamesure de Lebesgue sur R? et 51() est lafonction de Dirac

1-D. D’apres (7) cette composante peut donc étre modélisée
par une somme de sinusoides modulées par un processus AR
2-D comme suit :

[
el(nmt) = 21[ S (n,m)cos(2nvit) + T, (n,m)sin2rvit) ] (8)
i=1

ou, Sj(..), Tj(,) sont des processus homogenes 2-D, non
déterministes, mutuellement orthogonaux, de méme densité
spectrale et sont modeélisés par un modéele AR 2-D. Pour tout
i=1.11, v; est la fréguence de la i composante
évanescente éémentaire de type 1. Une texture 3-D
synthétisée par ce modéle contenant une composante est
illustrée dans la figure (FIG.5). Le spectre de ce type de
texture est supporté par des plans paralléles dans I’ espace.
(FIG.6)



4.2 Champ évanescent 3-D detype 2

Sous les mémes hypothéses simplificatrices, la densité
singuliére F3(.,) est supposée comme une combinaison
linéaire de fonctions de Dirac 2-D. Ainsi, La distribution

spectrale de la composante évanescente de type 2 est
approximeée par :

Iz
fo’(@,v.m)= 20@fo(v-vn-m)+ S +vmen)} - (9)

A partir de (9) le modéle proposé pour cette composante est
une somme des sinusoides 2-D dont les amplitudes sont
modélisées par un modéle AR 1-D.

e*(nmt)= IZZ[ § (mcos(2z (mv; +m;t) + T (Wsin@r(vim+nit) | (10)

=

Oou {si(n)} et {T;(n)} sont deux processus non déterministes
modélisés par un modéle AR 1-D qui vérifient les propriétés
d’ orthogonalité similaires a (8). Le couple (V;,m;) estlai®™
fréquence spatiale et |, est le nombre de composantes. Les

figures FIG.7 et FIG.8 représentent les caractéristiques
spatiales et la forme géométrique du spectre d'un champ
évanescent de type 2 qui est supporté dans ce cas par des

droites paralléles dans k3.

5. Conclusion

La décomposition de wold 3-D des champs stochastiques
stationnaires au sens large permet de développer de nouvealix
modeles paramétriques capables de synthétiser et d’ analyser
des textures 3-D totalement périodiques ou périodiques
suivant des directions particuliéres. Ces modéles offriraient
donc la possibilité de représenter toutes les composantes
d’'une texture homogéne qui dans le cas général est un
mélange de champs déterministes et aléatoires.

Figures

FIG 1: Les (120, 100, 90)'®™ tranches d' un bloc généré
par un AR 3-D asupport quart d’ espace d’ordre (2,2).
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FIG 2 : Module de Fourier du bloc AR 3-D QS delaFIG 1.

FIG 3: FIG 1: Les (90, 90, 90)®™ tranches d'un bloc
généré par le modéle harmonique 3-D a deux composantes
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FIG 5: les (120, 100, 90)"®™ tranches d’ un bloc évanescent
3-D detype 1 &1 composante.
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FIG 6 : Module de Fourier du texture 3-D delaFIG 5.

FIG 7 : les (80, 90, 100)"®™ tranches d’ un bloc évanescent
3-D detype 2 a 2 composantes
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FIG 8 : Module de Fourier du texture 3-D delaFIG 7.
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