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Résun® —Nous nous intéressons dans cet article a I'estimationir@sblution (boite, accroissement, ondelette) dessapts¢(q) des lois
d’échelle de processus multiplicatifs. Nous observansartir de quatre types de processus présentant deséaisalle prescrites a priori, que
ces estimateurs ne rendent compte @lgs que dans un intervalle de valeursglet se comportent nécessairement comme une fonctiorirénéa
deq en dehors. Nous étudions cet effet et le relions au fait gsedscades multiplicatives sont des martingales.

Abstract — In this article, we address the issue of multiresolutioredasstimations (box, increment, wavelet) for ti{e) scaling exponents of
multiplicative processes. From four different types ofqasses possessing a priori prescribed and controlleshgdalvs, we observe that such
estimators correctly measure thigy) exponents, for a limited range of valuesqobnly and necessarily behave as a linear function ofitside
this range. We study this phenomenon and relate it to theimgate nature of these multiplicative processes.

1 Introduction tifs dont les propriétés étaient connues théoriquemetiong-

Au cours de cette derniére décennie, des comportements [?q{nps gte les celebre§ cascades de Mandelbrot. ©mrét
loi d'echelle, des phénomenes d'invariance d'echetié été posés recemment plusieurs types de processus dont lg®com
observés dans de nombreuses applications de naturdieﬁ’s’eéesnte};e.ments en lois d'échelle sont connus théoriquement.eiqre

Le plus souvent, I'étude des comportements en loi d’échefetrg prescrits a plmorl. o . o
le repose sur le principe suivant. SAit(¢) la quantite phy- ans cet article, nous nous intéressons uniqguement &k qu

sique d'interat, et soif’y (4, t) une quantité multirésolution, 0N de estimation des exposanfgg) de processus multi-
a I'échelle a, construite surX. Par exemplel'x(a,t) peut plicatifs (pour Ies,qyels leg(¢) ne sont pas a priori €gaux a
désigner les accroissements du proces¥us + ary) — X (f) qH). Nous paracterlsons !e; perf_ormancies d’estlr_natlormte tr
(ol 7, est une constante arbitraire), ou bien ses coefficienfyPeS d'estimateurs multirésolution (boite, accraiseat, on-

d’ondelettes. Linvariance d’échelle se manifeste &dra le _elette), appliqués a quz,itre catego_rlgs de processhl,p!ma-_
fait que les moments d'ordgg(pour une gamme de valeurs de tifs connus et documentés dans la littérature. Cettectieniaation

q) se comportent en loi de puissance selon les échelles, poﬁ?t essentiellement optgnue_ par applications des e§u.maie
une gamme d'échelle : un grand_nombre de reall§at|ons (_de processus synth_et[tqjm
les propriétés sont prescrites a priori. Nous mettoressaehce

E|Tx (a,1)|" = cqlal*@. (D) un effet générique dinéarisationdu comportement des esti-

L'analyse des phénoménes d’'invariance d’échelle, ssdinnéesnateurs : ils ne rendent compte dgg) que pour un intervalle

expérimentales, consiste a mettre en évidence (d@@aes de valeurs dg € [¢*,¢}] et se comportent nécessairement

lois de puissance et & mesurer (estimation) les expogéfits comme une fonction linéaire dgen dehors. Cet effet, déja

correspondants. étudié dans des cas particuliers dans [10, 15, 14, 18Jblsem

Communément, I'estimation des exposants est réadipée-"  &tre une propriété essentielle des estimateursegiators qu'il

tir de la mesure de la pente d’une droite observée dans un diast trop souvent ignoré. Nous le relions au au fait que les ca

grammeln a versusin S, (a,q), oU S, (a, q) consiste en une cades multiplicatives sont des martingales.

estimation (par moyenne temporelle) du moment d’ordde

|T'x (a, t)|. Pour les processus autosimilaires, caractérisés par

un comportement linéaire epdes{(q), ¢((q) = ¢H, cette .

procédure d’estimation a déja été largement éridiéses per- 2 Estimateurs

formances analysées. Expérimentalement, cependangde Définissons d’abordfy(u) = 1/70si0 < u < et =

breuses situations correspondenta un comportementrésire, ( sinon, et/ (u) = 6(t + 7o) — 6(t), oli 7y est une constante

((g) # qH. Elles peuvent alors étre modélisées par des progrhitraire. Soit/y (¢) une ondelette-mére usuelleXtt) le pro-

cessus multiplicatifs (des cascades) qui permettent delod cessus étudié. On définit les quantites multirésohstix (a, ¢; fo),
a volonté la forme de la fonctiof(q). Un nombre restreint de de |a facon suivante :

travaux [1, 9, 10] s’est intéressé a I'étude des pertoroes
des des estimateurs d€§g) pour les processus multiplica- Tx(a,t; fo) = Jo X(u)fai(u)du,
tifs, essentiellement parce que les seuls processus faatip fax(w) = (1/a)fo((u —t)/a). ©



Les choix suivants des fonctions-méres définissenttaiégoriesque ces processus satisfont, pour les CMC, d’une part,
d’estimateurs :

POUI’QT(t), ESn(qva;ﬁ()) = Cq|a|tﬂ(Q)7
El': Agrégation fo(u) = (Bo(w)*™, PourA(t), ES,(q,a;lo) = ¢jla|? ¢, (6)
Ell : Accroissement fo(u) = (Io(u))*¥, 3 PourVy (t), BS,(q,a; Iy) = cg|a|qH—w(qH)7

Elll : Ondelette fo(u)

Yo (u),

ou (f(u))*Y indique que la fonctiory est convoluéeV-fois

pour les CPC et IDC, d’autre part,

A ; A : .., PourQ.(t), E|T t; 7 = ¢(q)
avec elle-méme. Ces trois catégories d’estimateurssoatteérisés @ (0), B Q(a’_ ’60?]| C7|a|q,¢,(q)
ar un ordreV qui peut étre choisi arbitrairement. Pour I'esti- PourA(t), E[Ta(a t; To) = ¢lal ),
p POUrVH(t), E|TVH (a,t;10)|q = Cg|a|qH_Lp(qH)'

mateur en ondelettéy correspond au nombre de moments nuls
de I'ondelette.

On définit ensuite les fonctions de partition sur une grille
dyadiquen = 27,¢ = 27k par:

()
Les processus MRW, quoiqu’a priori assez difféerents, ont u
statut comparable a celui des procesgBysdes constructions
précédentes, puisque leurs définitions impliquenkggant des
mouvements browniens fractionnaires. lls satisfont, dvee

Su(a,27; fo) = ZlTX 27, k27; fo)|? 4) H>0etA>0:
"=

o . E|Tv,, (a,t; Io)|¢ = ¢/|a|HHA)a-2"a"/2, ®)

ou n désigne la longueur de I'observationretle nombre de 1

coefficientsT'x (27, k27; f,) effectivement disponibles a 'echelleCes équations ((6), (7) et (8)) sont a mettre en regard dgda

a = 27. Les estimateuré(q, n) des¢(q) sont alors obtenus par tion (1), qui définit qualitativement la notion de component

régressions linéaires deg, S, (g, j) en fonction ddog, 2/ = €N loi d’échelle.

7 [1]. Nous n’abordons pas ici la question de la sélection de

la gamme d’échelle. Nous n’abordons pas non plus la que .

tion de I'existence des moments d'ordreles|Tx (a, t; fo)]. 2 Resultats

Pour tous les processus étudiés ici, il est possible detneton e METHODOLOGIE.  Pour les densité3, les trois types d’es-

queES,(¢,a) < oo pourq € R, avec El, ety > —1 avec timateurs peuvent étre utilisés. Aux processust Vy a ac-

Ell et Elll. Nous utiliserons systématiquement ces vadede  croissements stationnaires seuls Ell et Elll peuvent &fre

g, 'eévaluation de la nature finie des moments est discutee dpliqués. Les performances statistiques des estimatentgtidiées

fagon intéressante par exemple dans [8]. par simulation numérique. Pour chaque estimateur, paquh
type de processus, pour chaque fonctjog), on effectue I'es-
timation{“(q, n) surnbreal réalisations de longueursynthétisées

3 Processus numeériquement. On étudie les comportements de la moyenne

. . et de la variance de ces estimées en fonction den. Dans
Nous allons nous intéresser a quatre classes de processus,

Se "y o i ce travail, on a utilis&breal = 1000 et2'4 < n < 221, Les
multiplicatifs aux propriétés statistiques connuesréspntant i !
o . o S, regressmnslmeawes sont effectuées dans une gan@olealles
des lois d’échelle prescrites a priori (ce qui épuise onest,
m = 29m < a =27 <ay = 2™ bien contrdlée et commune
a notre connaissance, la liste des processus proposeda:lan\
a toutes les expériences.
littérature) : les cascades multiplicatives conserestive Man-
delbrot (CMC) [12, 16], les processus de Poisson compos8cLINEARISATION DES ESTIMEES.  Les études conduites montrent
(CPC) [5], les cascades infiniment divisibles (IDC) [7, 64B, e résultat fondamental suivant : lorsquappartient a un cer-
les marches aléatoires multifractales (MRW) [2]. Par mang tain intervallelg* , ¢ ], les estimées(q, n) atteignentleg(q) ;
de place, il n’est pas possible de donner les définitionsrettcuc- en dehors de cet intervalle, elles suivent nécessairameram-
tions de ces processus. Indiquons simplement que pourdsus portement linéaire e Un aspect essentiel de ce résultat réside
processus une densi.(¢), a la résolution-, est explicite- dans le fait qu'il est obtenpour les trois estimateurschoisis
ment définie par le produit d'un nombre, d'ordrelogr, de  etpourtous les types de processwenvisagés. Plus précisément,
variables aléatoires strictement positivésindépendantes et on obtient respectivement :
identiquement distribuées. Ces multiplicateurs sonplde de

valeur moyenne égaleldd’ou le terme de conservatif) et sont (% n) — a-+B-q q<q-,
choisis tels qu&/q € R, E[W|? < co. Pour les CMC, CPCet  E1: {gm) — () @~ <q=<qy, (9)
IDC, on définit a partir de cette densifg.(¢) deux processus C(qvn) — ay+0yq ¢ <gq
aléatoires : EH&:HI{ C(gn) — ((q) ~1<q<gq}, }
Aty = lime_o [y Q(u)du, 5) {g;n) — oy +Piq qf <q
Va(t) = Bu(A(), (10)

Cet effet de linéarisation est illustré sur la figure 4 (a)&Nous
ou By (t) désigne le mouvement brownien fractionnaire de painsistons, d’une part, sur le fait que cet exemple (CMC log-
rametreH (voir, par exemple, [17]). Le processUg estconnu normal) est représentatif des observations obtenues Blour
sous le nom de mouvement brownien fractionnaire a temp&lII et Elll pour les 4 types de processus (CMC, CPC, IDC et
multifractal (voir, par exemple, [16]). Pour définir Ie&g), on  MRW) et différents choix d€(q) ; d’autre part, sur le fait que
désigne parp(q) une fonctionnelle d&|1V|? (dont I'expres- ce phénomene diméarisationest essentiellement indépendant
sion dépend du détail de chaque processus) et on peutenontde la longueur des observations (on I'observe quel queatit



sur la figure 4. La détermination de leurs valeurs a pagg d
exposants estimé&gq, n) est a I'étude.

e BIAIS ET VARIANCE. Lorsqueq € [¢*,¢%], pour El, ou

q €] — 1,q4%], pour Ell et Elll, on constate que les estima-
teursé(q, n) sont entachés d’'un biais systématique dont I'am-
pleur dépend de I'écart d&g) & un comportement linéaire,
en d’autres termeg (¢, n) — ((q)| ne tend pas vers quand

n — oo, contrairementa ce qui était observé pour les processus
auto-similaires [1]. Cette question délicate est en cdigsa-
men et sera développée ultérieurement. La variancé(des),
elle, présente toujours une décroissance en loi de puissn
fonction den, la longueur des observations : \@q,n) ~
A\,n7(9). Pour caractériser cette décroissance, on tyage(cf.

T s ee s mes or s figure 2) en fonction de. On constate que I'on n'obtient pas le
° 0 comportement usuel ehyn, observé pour les processus auto-
e f similaires par exemple [1]. Poyr> g7, on n’enregistre qua-

o3 o1 siment aucune réduction de variance avec I'augmentagon d
ot m ot e (v(q) ~ 0), un comportement analogue a celui des situations
o 0 ou les moments n’existent pag € —1). Pourq € [¢*, ¢} ]
(E) ouq €] — 1,q%] (Ell et EIll), v(q) raccorde continiment
o .. | ladécroissance eh/n quandg ~ 0 a une décroissance lente
" wmgm T log,(n) (cf. figure 2).
FiG. 1 —Effet de linéarisation des( (¢, n). (a) (¢, n) pourQ
avec El &) et Elll (o) comparés &(g) (trait plein) pour une
CMC log-normale¢(q) = m(q — ¢%), m = 0.06) ; (b) C(¢,n)
pourVy (H = 1/2) avec Elll ), n = 2'8. Les valeurg = ¢% g
ou g = —1 sont repérées par des lignes verticales. (c) & (d) :
transformées de Legendre correspondantes. (e) & (méss

Di en fonction de: (e) pour@ avec El (*) et Elll (0), (f) pour ) ) o
Vi avec Elll. Fic. 2 — Variance des estimateurs. Décroissancey(q)

(Var((g,n) ~ A\,n?@) de la variance, estimé par régression
linéaire den = 2'4 an = 221, pour (a) :Q avec El, (b) et (c) :
I'estimation des parametres assocjgsa , 4+ est faiblement Vg avec El et Elll, CMC log-normat: = 0.06, H = 1/2.
dépendante de).
L'effet de linéarisation deé(q, n) se visualise de facon claire 5 Interpr etations
lorsqu’on trace leur transformée de Legeridvg (k) etla com- o
pare a celleD(h) des((q). En effet, la transformée de Le- ® FORMALISME MULTIFRACTAL. ~ Les4 catégories de pro-
gendre change une droite en un point, et donc, le(s) compdfeSsus }Jtll|ses_|C| peuvent toutes étre caractenpat_eéeurs
tement(s) linéaire(s) asymptotique(s) (fe(&n) en point(s) proprlgtes mult|fractale_s [16].'II est dopc naturel d/sager
d’accumulation(i, DY), avech’ = By etDi = 1 —ay. € point de vue pour interpréter les résultats obtenussDa
L'existence de ces points d'accumulation est illustrégia@i- € cadre., la fonctioD(h) = 1 + q(h)¢’ (q(h)) = ¢ (a(h))
gure 4 (c &d). En notanb’ la moyenne surbreal réalisations s'interprete comme !a dimension ffactale_d,u support_ de-I'e
de D%, on observe expérimentalement qDT_ér _ D —o, semb_le o!es p_9mts d expo,sant de_sm_gulante Io_badkgj S|:q_nal
pourjttoutes les situations ad(h) — —oo quandh C deo scalaire étudié [16]. En résulte ainsi une explicatiotuitive

o . . simple au phénomene de linéarisation des expo s on
Tout se passe donc comme 3}, (1) doit essentiellement rester P P posan)

R » . o ) ne peut estimer correctemefiy) en dehors de I intervalle
avaleurs positives. On observe enfin que la position deicg po ;. . " » .

, . o ) - l[q*,q}] sur lequel D(q) prend des valeurs positives, car il
d’accumulation est indépendante de cf. figure 4 derniére ; ; ;

; L o ~ - faudrait pour cela sonder des ensembles de dimensionl&acta
ligne pourD? (comportements similaires podir eth?).

) R . . . égative. Une telle interprétation a déja été foreeuplus ou
Enfin, nous notons, a partir des observations ci-dessus et d "~ - . .
: o - . - . Mmoins explicitement dans [13, 16]. Une poursuite possikele d
la connaissance a priori de(h), qu'il est possible de définir

PP : ) ) ce raisonnement pourrait consister a supposer I'existdiune
les coordonnédabéoriquesies points d’accumulatidi*, D*) , ; nentpourre pp
o résolution minimale, dépendant de la longueutes observa-
et des valeurs critiqueg par :

tions, au dela de laguelle une dimension fractale ne pest pl
D*=D(h*) =0, h* = (d¢(q)/dq)q=q~ - (11)  @tre estimée. En pratique, il nen est rien puisque le tobarc-

P - , . -, , cumulation est concentré i ~ 0, quelgue soit:. De plus,
Lesq* définis implicitement par ces équations sont positienné : i 0, quelq ) P .
les observations de la section 4 restent valides méme si les

% N B I R
a a q

1La transformée de Legendre est définie par [16D(h) = 1 + )
ming (gh — ¢(g)), qui s’écrit lorsque((q) est une fonction continiment 2Si ¢(q) est strictement convexe, %qé(q) < 0, ce qui est toujours le cas

dérivable :D(h) = Q(h)% (q(h)) — ¢ (q(h)), ot g(h) est la solution de g, |a relationh = j—g(q) définit une bijection entré et g, et I'on peut alors

h = g_g (q). indifferemment paramétred parh ouq.



régressions linéaires permettant les estimations $alisées
dans des gammes d’échelles < a < aj; qui excluent la
limite des petites échellea (~ 0). L'utilisation du formalisme
multifractal n’épuise pas la compréhension de ce ph&mam
de linéarisation.

o MARTINGALES.

des résultats théorigues concernants I'estimation xjgzsants

¢(q) pour les densitég) des CMC par la méthode El avec
fo = B [15]. Ces résultats prévoient théoriquement I'effet de [©]

linéarisation des estim'eésq, n), et les valeurs critiqueg® et

h*. Les résultats obtenus ici sont en accord avec ces po@gisi

théoriques, les illustrent et complétent pour les déssitdes
CMC et les étendent i) aux processdset Vy, i) aux fa-

milles de processus CPC, IDC et MRW, iii) a d’autres types

d’'estimateurs : El avef, possiblement differentes d#, Ell,

Elll. Bien que ces généralisations reposent sur des e@ser
tions expérimentales, elles peuvent se comprendre paries
guments suivants. D’abord, Ell et Elll reposent, comme &, e [12]

sentiellement sur I'évaluation de quantités multitason, et
présentent donc naturellement les mémes propriégeshadix

spécifiquefo = By ou fo = (Bo)*N n'est qu’une adaptation [13]

adéquate a la nature toujours positive de la derigit’ n'est

plus pertinent pour I'analyse d& ou V. Ensuite, les densités [14]
Q) sous-jacentes aux CPC, IDC et MRW constituent également

des martingales [5, 3, 4, 6], de sorte qu’on peut envisager I
tension de la validité des arguments utilisés dans [16¢s
nouveaux processus.

L'effet de linéarisation deg(q,n) est donc fondamentale-

ment di a la structure de construction, multiplicatives gro-

cessus et a leur nature de martingales plutdt qu'a letos p

prietés multifractales.

6 Conclusion

Nous montrons, a partir de quatre types de processus mul-

tiplicatifs présentant des lois d’échelle connues etqriites
a priori, que les estimateursultirésolution(boite, accroisse-
ment, ondelette) des exposants des lois d’échelle ne peere

rendre compte correctement que pour une gamme finie de va-
leurs deq. Ces observations sont également valides pour des
données expérimentales de turbulence hydrodynamiqde et

télétrafic informatique ; ces faits sont en cours d’étude
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