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Résuḿe – Nous nous intéressons dans cet article à l’estimation multirésolution (boı̂te, accroissement, ondelette) des exposantsζ(q) des lois
d’échelle de processus multiplicatifs. Nous observons, `a partir de quatre types de processus présentant des lois d’échelle prescrites a priori, que
ces estimateurs ne rendent compte desζ(q) que dans un intervalle de valeurs deq et se comportent nécessairement comme une fonction linéaire
deq en dehors. Nous étudions cet effet et le relions au fait que les cascades multiplicatives sont des martingales.

Abstract – In this article, we address the issue of multiresolution based estimations (box, increment, wavelet) for theζ(q) scaling exponents of
multiplicative processes. From four different types of processes possessing a priori prescribed and controlled scaling laws, we observe that such
estimators correctly measure theζ(q) exponents, for a limited range of values ofq only and necessarily behave as a linear function ofq outside
this range. We study this phenomenon and relate it to the martingale nature of these multiplicative processes.

1 Introduction
Au cours de cette dernière décennie, des comportements en

loi d’échelle, des phénomènes d’invariance d’échelleont été
observés dans de nombreuses applications de natures trésdifférentes.

Le plus souvent, l’étude des comportements en loi d’échel-
le repose sur le principe suivant. SoitX(t) la quantité phy-
sique d’intérêt, et soitTX(a, t) une quantité multirésolution,
à l’échellea, construite surX . Par exemple,TX(a, t) peut
désigner les accroissements du processus,X(t+ aτ0) −X(t)
(où τ0 est une constante arbitraire), ou bien ses coefficients
d’ondelettes. L’invariance d’échelle se manifeste à travers le
fait que les moments d’ordreq (pour une gamme de valeurs de
q) se comportent en loi de puissance selon les échelles, pour
une gamme d’échelle :

E|TX(a, t)|q = cq|a|
ζ(q). (1)

L’analyse des phénomènes d’invariance d’échelle, sur des données
expérimentales, consiste à mettre en évidence (détection) ces
lois de puissance et à mesurer (estimation) les exposantsζ(q)
correspondants.

Communément, l’estimation des exposants est réalisée `a par-
tir de la mesure de la pente d’une droite observée dans un dia-
grammeln a versuslnSn(a, q), où Sn(a, q) consiste en une
estimation (par moyenne temporelle) du moment d’ordreq de
|TX(a, t)|. Pour les processus autosimilaires, caractérisés par
un comportement linéaire enq desζ(q), ζ(q) = qH , cette
procédure d’estimation a déjà été largement étudiée et ses per-
formances analysées. Expérimentalement, cependant, denom-
breuses situations correspondent à un comportement non linéaire,
ζ(q) 6= qH . Elles peuvent alors être modélisées par des pro-
cessus multiplicatifs (des cascades) qui permettent de modeler
à volonté la forme de la fonctionζ(q). Un nombre restreint de
travaux [1, 9, 10] s’est intéressé à l’étude des performances
des des estimateurs desζ(q) pour les processus multiplica-
tifs, essentiellement parce que les seuls processus multiplica-

tifs dont les propriétés étaient connues théoriquement ont long-
temps été les célèbres cascades de Mandelbrot. Ont ét´e pro-
posés récemment plusieurs types de processus dont les compor-
tements en lois d’échelle sont connus théoriquement et peuvent
être prescrits a priori.

Dans cet article, nous nous intéressons uniquement à la ques-
tion de l’estimation des exposantsζ(q) de processus multi-
plicatifs (pour lesquels lesζ(q) ne sont pas a priori égaux à
qH). Nous caractérisons les performances d’estimation de trois
types d’estimateurs multirésolution (boı̂te, accroissement, on-
delette), appliqués à quatre catégories de processus multiplica-
tifs connus et documentés dans la littérature. Cette caractérisation
est essentiellement obtenue par applications des estimateurs à
un grand nombre de réalisations de processus synthétiques dont
les propriétés sont prescrites a priori. Nous mettons en ´evidence
un effet générique delinéarisationdu comportement des esti-
mateurs : ils ne rendent compte desζ(q) que pour un intervalle
de valeurs deq ∈ [q∗−, q

∗
+] et se comportent nécessairement

comme une fonction linéaire deq en dehors. Cet effet, déjà
étudié dans des cas particuliers dans [10, 15, 14, 18], semble
être une propriété essentielle des estimateurs utilis´es alors qu’il
est trop souvent ignoré. Nous le relions au au fait que les cas-
cades multiplicatives sont des martingales.

2 Estimateurs
Définissons d’abordβ0(u) = 1/τ0 si 0 ≤ u < τ0 et =

0 sinon, etI0(u) = δ(t + τ0) − δ(t), où τ0 est une constante
arbitraire. Soitψ0(t) une ondelette-mère usuelle etX(t) le pro-
cessus étudié. On définit les quantités multirésolutionsTX(a, t; f0),
de la façon suivante :

TX(a, t; f0) =
∫

R
X(u)fa,t(u)du,

fa,t(u) = (1/a)f0((u − t)/a).
(2)



Les choix suivants des fonctions-mères définissent troiscatégories
d’estimateurs :

EI : Agrégation f0(u) = (β0(u))
∗N ,

EII : Accroissement f0(u) = (I0(u))
∗N ,

EIII : Ondelette f0(u) = ψ0(u),
(3)

où (f(u))∗N indique que la fonctionf est convoluéeN -fois
avec elle-même. Ces trois catégories d’estimateurs sontcaractérisés
par un ordreN qui peut être choisi arbitrairement. Pour l’esti-
mateur en ondelette,N correspond au nombre de moments nuls
de l’ondelette.

On définit ensuite les fonctions de partition sur une grille
dyadiquea = 2j , t = 2jk par :

Sn(q, 2j ; f0) =
1

nj

nj
∑

k=1

|TX(2j , k2j; f0)|
q (4)

où n désigne la longueur de l’observation etnj le nombre de
coefficientsTX(2j , k2j; f0) effectivement disponibles à l’échelle
a = 2j . Les estimateurŝζ(q, n) desζ(q) sont alors obtenus par
régressions linéaires delog2 Sn(q, j) en fonction delog2 2j =
j [1]. Nous n’abordons pas ici la question de la sélection de
la gamme d’échelle. Nous n’abordons pas non plus la ques-
tion de l’existence des moments d’ordreq des|TX(a, t; f0)|.
Pour tous les processus étudiés ici, il est possible de montrer
queESn(q, a) < ∞ pour q ∈ R, avec EI, etq > −1 avec
EII et EIII. Nous utiliserons systématiquement ces valeurs de
q, l’évaluation de la nature finie des moments est discutée de
façon intéressante par exemple dans [8].

3 Processus
Nous allons nous intéresser à quatre classes de processus

multiplicatifs aux propriétés statistiques connues et présentant
des lois d’échelle prescrites a priori (ce qui épuise quasiment,
à notre connaissance, la liste des processus proposés dans la
littérature) : les cascades multiplicatives conservatives de Man-
delbrot (CMC) [12, 16], les processus de Poisson composés
(CPC) [5], les cascades infiniment divisibles (IDC) [7, 6, 3,4],
les marches aléatoires multifractales (MRW) [2]. Par manque
de place, il n’est pas possible de donner les définitions et construc-
tions de ces processus. Indiquons simplement que pour tous les
processus une densitéQr(t), à la résolutionr, est explicite-
ment définie par le produit d’un nombre, d’ordre∼ log r, de
variables aléatoires strictement positivesW indépendantes et
identiquement distribuées. Ces multiplicateurs sont, deplus de
valeur moyenne égale à1 (d’où le terme de conservatif) et sont
choisis tels que∀q ∈ R, E|W |q < ∞. Pour les CMC, CPC et
IDC, on définit à partir de cette densitéQr(t) deux processus
aléatoires :

A(t) = limr→0

∫ t

0 Qr(u)du,
VH(t) = BH(A(t)),

}

(5)

oùBH(t) désigne le mouvement brownien fractionnaire de pa-
ramètreH (voir, par exemple, [17]). Le processusVH est connu
sous le nom de mouvement brownien fractionnaire à temps
multifractal (voir, par exemple, [16]). Pour définir lesζ(q), on
désigne parϕ(q) une fonctionnelle deE|W |q (dont l’expres-
sion dépend du détail de chaque processus) et on peut montrer

que ces processus satisfont, pour les CMC, d’une part,

PourQr(t), ESn(q, a;β0) = cq|a|
ϕ(q),

PourA(t), ESn(q, a; I0) = c′q|a|
q−ϕ(q),

PourVH(t), ESn(q, a; I0) = c′′q |a|
qH−ϕ(qH),







(6)

pour les CPC et IDC, d’autre part,

PourQr(t), E|TQ(a, t;β0)|
q = cq|a|

ϕ(q),

PourA(t), E|TA(a, t; I0)|
q = c′q|a|

q−ϕ(q),

PourVH(t), E|TVH
(a, t; I0)|

q = c′′q |a|
qH−ϕ(qH) .







(7)
Les processus MRW, quoiqu’a priori assez différents, ont un
statut comparable à celui des processusVH des constructions
précédentes, puisque leurs définitions impliquent également des
mouvements browniens fractionnaires. Ils satisfont, avec1 >
H > 0 etλ > 0 :

E|TVH
(a, t; I0)|

q = c′′q |a|
(H+λ2)q−λ2q2/2. (8)

Ces équations ((6), (7) et (8)) sont à mettre en regard de larela-
tion (1), qui définit qualitativement la notion de comportement
en loi d’échelle.

4 Résultats
• M ÉTHODOLOGIE. Pour les densitésQ, les trois types d’es-
timateurs peuvent être utilisés. Aux processusA et VH à ac-
croissements stationnaires seuls EII et EIII peuvent êtreap-
pliqués. Les performances statistiques des estimateurs sont étudiées
par simulation numérique. Pour chaque estimateur, pour chaque
type de processus, pour chaque fonctionζ(q), on effectue l’es-
timationζ̂(q, n) surnbreal réalisations de longueurn synthétisées
numériquement. On étudie les comportements de la moyenne
et de la variance de ces estimées en fonction deq et n. Dans
ce travail, on a utilisénbreal = 1000 et 214 ≤ n ≤ 221. Les
régressions linéaires sont effectuées dans une gamme d’échelles
am = 2jm ≤ a = 2j ≤ aM = 2jM bien contrôlée et commune
à toutes les expériences.

• L INÉARISATION DES ESTIḾEES. Les études conduites montrent
le résultat fondamental suivant : lorsqueq appartient à un cer-
tain intervalle[q∗−, q

∗
+], les estiméeŝζ(q, n) atteignent lesζ(q) ;

en dehors de cet intervalle, elles suivent nécessairementun com-
portement linéaire enq. Un aspect essentiel de ce résultat réside
dans le fait qu’il est obtenupour les trois estimateurschoisis
etpour tous les types de processusenvisagés. Plus précisément,
on obtient respectivement :

EI :







ζ̂(q, n) → α− + β−q q ≤ q∗−,

ζ̂(q, n) → ζ(q) q∗− ≤ q ≤ q∗+,

ζ̂(q, n) → α+ + β+q q∗+ ≤ q.

(9)

EII&III

{

ζ̂(q, n) → ζ(q) −1 < q ≤ q∗+,

ζ̂(q, n) → α+ + β+q q∗+ ≤ q.

}

(10)
Cet effet de linéarisation est illustré sur la figure 4 (a & b). Nous
insistons, d’une part, sur le fait que cet exemple (CMC log-
normal) est représentatif des observations obtenues pourEI,
EII et EIII pour les 4 types de processus (CMC, CPC, IDC et
MRW) et différents choix deζ(q) ; d’autre part, sur le fait que
ce phénomène delinéarisationest essentiellement indépendant
de la longueur des observations (on l’observe quel que soitn et
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FIG. 1 –Effet de linéarisation desζ̂(q, n). (a) ζ̂(q, n) pourQ
avec EI (∗) et EIII (o) comparés àζ(q) (trait plein) pour une
CMC log-normale (ζ(q) = m(q − q2),m = 0.06) ; (b) ζ̂(q, n)
pourVH (H = 1/2) avec EIII (o),n = 218. Les valeursq = q∗±
ou q = −1 sont repérées par des lignes verticales. (c) & (d) :
transformées de Legendre correspondantes. (e) & (f) : estimées
D̂∗

+ en fonction den (e) pourQ avec EI (*) et EIII (o), (f) pour
VH avec EIII.

l’estimation des paramètres associésq∗±, α±, β± est faiblement
dépendante den).

L’effet de linéarisation deŝζ(q, n) se visualise de façon claire
lorsqu’on trace leur transformée de Legendre1 D̂n(h) et la com-
pare à celleD(h) desζ(q). En effet, la transformée de Le-
gendre change une droite en un point, et donc, le(s) compor-
tement(s) linéaire(s) asymptotique(s) desζ̂(q, n) en point(s)
d’accumulation(ĥ∗±, D̂

∗
±), avecĥ∗± = β± et D̂∗

± = 1 − α±.
L’existence de ces points d’accumulation est illustrée sur la fi-
gure 4 (c & d). En notantD∗

± la moyenne surnbreal réalisations
de D̂∗

±, on observe expérimentalement queD∗
+ = D∗

− = 0,
pour toutes les situations oùD(h) → −∞ quandh → ±∞.
Tout se passe donc comme siD̂n(h) doit essentiellement rester
à valeurs positives. On observe enfin que la position de ce point
d’accumulation est indépendante den, cf. figure 4 dernière
ligne pourD̂∗

+ (comportements similaires pour̂D∗
− et ĥ∗±).

Enfin, nous notons, à partir des observations ci-dessus et de
la connaissance a priori deD(h), qu’il est possible de définir
les coordonnéesthéoriquesdes points d’accumulation(h∗, D∗)
et des valeurs critiquesq∗ par :

D∗ = D(h∗) = 0, h∗ = (dζ(q)/dq)q=q∗ . (11)

Lesq∗ définis implicitement par ces équations sont positionnés

1La transformée de Legendre est définie par [16] :D(h) = 1 +
minq (qh− ζ(q)), qui s’écrit lorsqueζ(q) est une fonction continûment
dérivable :D(h) = q(h)dζ

dq
(q(h)) − ζ (q(h)), où q(h) est la solution de

h = dζ

dq
(q).

sur la figure 4. La détermination de leurs valeurs à partir des
exposants estiméŝζ(q, n) est à l’étude.

• BIAIS ET VARIANCE . Lorsqueq ∈ [q∗−, q
∗
+], pour EI, ou

q ∈] − 1, q∗+], pour EII et EIII, on constate que les estima-

teursζ̂(q, n) sont entachés d’un biais systématique dont l’am-
pleur dépend de l’écart deζ(q) à un comportement linéaire,
en d’autres termes|ζ̂(q, n) − ζ(q)| ne tend pas vers0 quand
n→ ∞, contrairement à ce qui était observé pour les processus
auto-similaires [1]. Cette question délicate est en coursd’exa-
men et sera développée ultérieurement. La variance desζ̂(q, n),
elle, présente toujours une décroissance en loi de puissance en
fonction den, la longueur des observations : Varζ̂(q, n) ∼
λqn

γ(q). Pour caractériser cette décroissance, on traceγ(q) (cf.
figure 2) en fonction deq. On constate que l’on n’obtient pas le
comportement usuel en1/n, observé pour les processus auto-
similaires par exemple [1]. Pourq ≥ q∗+, on n’enregistre qua-
siment aucune réduction de variance avec l’augmentation den
(γ(q) ' 0), un comportement analogue à celui des situations
où les moments n’existent pas (q ≤ −1). Pourq ∈ [q∗−, q

∗
+]

(EI) ou q ∈] − 1, q∗+] (EII et EIII), γ(q) raccorde continûment
la décroissance en1/n quandq ' 0 à une décroissance lente
(cf. figure 2).
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FIG. 2 – Variance des estimateurs.Décroissanceγ(q)
(Var ζ̂(q, n) ∼ λqn

γ(q)) de la variance, estimé par régression
linéaire den = 214 àn = 221, pour (a) :Q avec EI, (b) et (c) :
VH avec EI et EIII, CMC log-normalm = 0.06,H = 1/2.

5 Interpr étations
• FORMALISME MULTIFRACTAL . Les4 catégories de pro-
cessus utilisés ici peuvent toutes être caractériséespar leurs
propriétés multifractales [16]. Il est donc naturel d’envisager
ce point de vue pour interpréter les résultats obtenus. Dans
ce cadre, la fonctionD(h) = 1 + q(h)ζ′ (q(h)) − ζ (q(h))
s’interprète comme la dimension fractale du support de l’en-
semble des points d’exposant de singularité localeh du signal
scalaire étudié [16]. En résulte ainsi une explication intuitive
simple au phénomène de linéarisation des exposantsζ(q) : on
ne peut estimer correctementζ(q) en dehors de l’ intervalle
[q∗−, q

∗
+] sur lequel2 D(q) prend des valeurs positives, car il

faudrait pour cela sonder des ensembles de dimension fractale
négative. Une telle interprétation a déjà été formulée plus ou
moins explicitement dans [13, 16]. Une poursuite possible de
ce raisonnement pourraı̂t consister à supposer l’existence d’une
résolution minimale, dépendant de la longueurn des observa-
tions, au delà de laquelle une dimension fractale ne peut plus
être estimée. En pratique, il n’en est rien puisque le point d’ac-
cumulation est concentré en̂D∗

+ ' 0, quelque soitn. De plus,
les observations de la section 4 restent valides même si les

2Si ζ(q) est strictement convexe, ied
2ζ

dq2
(q) < 0, ce qui est toujours le cas

ici, la relationh = dζ

dq
(q) définit une bijection entreh et q, et l’on peut alors

indifféremment paramétrerD parh ouq.



régressions linéaires permettant les estimations sont réalisées
dans des gammes d’échellesam ≤ a ≤ aM qui excluent la
limite des petites échelles (a→ 0). L’utilisation du formalisme
multifractal n’épuise pas la compréhension de ce phénomène
de linéarisation.

• MARTINGALES. S’appuyant sur les théorèmes de Kahane
et Peyrière [11] relatifs aux martingales multiplicatives que consti-
tuent les CMC, Ossiander et Waymire ont récemment donné
des résultats théoriques concernants l’estimation des exposants
ζ(q) pour les densitésQ des CMC par la méthode EI avec
f0 = β0 [15]. Ces résultats prévoient théoriquement l’effet de
linéarisation des estiméeŝζ(q, n), et les valeurs critiquesq∗ et
h∗. Les résultats obtenus ici sont en accord avec ces prévisions
théoriques, les illustrent et complètent pour les densitésQ des
CMC et les étendent i) aux processusA et VH , ii) aux fa-
milles de processus CPC, IDC et MRW, iii) à d’autres types
d’estimateurs : EI avecf0 possiblement différentes deβ0, EII,
EIII. Bien que ces généralisations reposent sur des observa-
tions expérimentales, elles peuvent se comprendre par lesar-
guments suivants. D’abord, EII et EIII reposent, comme EI, es-
sentiellement sur l’évaluation de quantités multirésolution, et
présentent donc naturellement les mêmes propriétés ; le choix
spécifiquef0 = β0 ou f0 = (β0)

∗N n’est qu’une adaptation
adéquate à la nature toujours positive de la densitéQ et n’est
plus pertinent pour l’analyse deA ouVH . Ensuite, les densités
Q sous-jacentes aux CPC, IDC et MRW constituent également
des martingales [5, 3, 4, 6], de sorte qu’on peut envisager l’ex-
tension de la validité des arguments utilisés dans [15] àces
nouveaux processus.

L’effet de linéarisation deŝζ(q, n) est donc fondamentale-
ment dû à la structure de construction, multiplicative, des pro-
cessus et à leur nature de martingales plutôt qu’à leurs pro-
priétés multifractales.

6 Conclusion
Nous montrons, à partir de quatre types de processus mul-

tiplicatifs présentant des lois d’échelle connues et prescrites
a priori, que les estimateursmultirésolution(boı̂te, accroisse-
ment, ondelette) des exposants des lois d’échelle ne peuvent en
rendre compte correctement que pour une gamme finie de va-
leurs deq. Ces observations sont également valides pour des
données expérimentales de turbulence hydrodynamique etde
télétrafic informatique ; ces faits sont en cours d’étude.
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multifractales : fondements et approche par ondelettes. Lavoi-
sier, 2002.

[17] G. Samorodnitsky and M. Taqqu.Stable non-Gaussian random
processes. Chapman and Hall, New York, 1994.

[18] D. Schretzer and S. Lovejoy. Physical modeling and analysis of
rain and clouds by anisotropic scaling multiplicative processes.
J. of Geoph. Research, 92(8) :9693–9714, 1987.


